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Probleme de magnetostatică şi inducție electromagnetică 


Introducere 


Această carte a fost scrisă de autori, cu multă plăcere. pentri 
tineret, în urma unei colaborări frumoase. Ea reprezintă un rezultat a 
activității didactice desfăşurate de autori, în domeniul electricităţii şi 
magnetismului, de-a lungul câtorva decenii, în cadrul Facultăţii de Fizică 
a Universităţii Al.I. Cuza din laşi. 

În toate tratatele şi cărţile de probleme pe care le-am consultat. 
nu se observă o preocupare clară privind modul de a concepe şi a enunță 
problemele; în unele dintre aceste cărți se distinge o tendinţă a autorilor 
de a concepe şi a sistematiza problemele, punându-se accentul pe “studiu 
mărimilor şi fenomenelor”. După ce, într-un paragraf sau capitol s-a 
studiat un anumit fenomen sau o anumită mărime, se propun spre 
rezolvare probleme concepute şi enunțate astfel încât să se aprofundeze şi 
să se fixeze cunoştinţele dobândite de la cursuri, asupra acestora. Autorii 
se ocupă de un fenomen sau de o mărime referindu-se la un sistem 
electromagnetic oarecare; apoi se repetă studiul referindu-se la alte 
sisteme. 

Asemenea probleme se propun să se rezolve după audierea unui 
paragraf sau capitol, de-a lungul predării cursului. De exemplu, predarea 
“magnetostaticii” începe cu studiul inducției magnetice. Astfel se 
studiază această mărime cu referire la un sistem constituit dintr-un 
conductor rectiliniu şi infinit parcurs de curent continuu. Apoi se studiază 
aceeaşi mărime cu referire la alte sisteme: conductor rectiliniu de lungime 
semiinfinită sau finită, două fire rectilinii. o spiră circulară, la un solenoid 
etc. Se aprofundează astfel cunoştinţele asupra acestei mărimi. fără să se 
pună accentul pe studiul unui sistem anumit şi pe comportarea 
magnetostatică a acestuia; în cazul unui fenomen, cum este “interacțiunea 
între doi conductori parcurşi de curenți continui”. se procedează la fel. 


Noi propunem un nou mod de a concepe şi enunta problemele 
referitoare la magnetostatică şi inducția electromagnetică. diferit de cel 
folosit până acum în literatura de specialitate consultată. 

În continuare, prin termenul “sistemelectromagnetic”, vom 
înțelege un ansamblu for! ntinul şi 


em” vom 


din macneti, iat 
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întelege suma acțiunilor e.m. produse de acesta în exteriorul lui 
efectelor e.m. suferite din partea altor sisteme e.m. Acum se studiază 
sistem e.m. aşa cum se comportă acesta în realitate. când concură m 
multe mărimi și fenomene simultan. Astfel, problema capătă un caract 
aplicativ, sistemul putând fi utilizat cât mai convenabil în practică. 

De exemplu: în primele probleme din carte, se studiază sistemul 
em. constituit dintr-un fir rectiliniu p âi 
care este inductia magnetică produsă de acest sistem într-un punct din 
spațiu; se găseşte apoi potenţialul vector al inducției magnetice dé 
acestui sistem. În continuare se arată cum se comportă acest sistem din 


punct de vedere e.m., când se găseşte sau se mişcă într 
exterior, 


arcurs de c.c. Se arată, mai întâi 


© 


-un câmp magnetig 


Se procedează la fel şi în cazul altor sisteme parcurse de c.c.: fire 
conductoare paralele, plan conductor, placă conductoare. bandă, bară ete. 
Deci problema capătă un scop precis: de a studia un sistem e.m.. fiind 
concepută, enunțată și ordonată în mod adecvat. Enunţul problemei, 
scoate în evidență caracteristicile e.m. ale unui sistem real şi comport 
e.m. a acestuia. 

Procedeul este formativ. deoarece se cere a 
teoretice posedate. la studiul unui sistem dat. fii 
permite ca aceste cunoştinţe să fie gru 
fixate şi uşor de reținut. | 

Acest tip de probleme se propun pentru rezolvare. după predarea. 
parțială a cursului şi cu precădere spre sfârşitul predării acestuia. 

Cele două moduri de a concepe problemele de fizică. 
punându-se accentul pe studiul fenomenelor sau pe cel al sist 
se exclud ci se completează unul pe celălalt. 

La enunțarea problemelor s-a dat o deosebită atenție clarității în 
exprimare şi a folosirii îngrijite a termenilor. 

Cele mai multe probleme sunt rezolvate: astfel. se vine în ajutorul 
celor mai multi elevi şi studenți. În cursul rezolvării, se fac referiri | 
formulele din sumar şi la cele obţinute în cadrul unor probleme dej 
rezolvate. În carte, se fac unele “observaţii”. privind sesizarea 
subtilitătților referitoare la studiul unor sisteme. 


area. 
plicarea cunoștințelor 
nd eficient. deoarece | 
pate în jurul acestuia, profund 


în general. 
emelor. nu. 
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de diverse grade de 
dificultate şi se adresează levilor, studenţilor şi profesorilor care se ocupă 
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MAGNETOSTATICA ȘI INDUCŢIA ELECTROMAGNETICA 
M. DEFINIȚII, LEGI ŞI FORMULE 


E PRODUSE ȘI EFECTE 
„I. ACTIUNI MAGNETIC 
MAGNETICE SUFERITE DE CURENȚII CONTINUI IN VID 


I LUL şi Li > î i 5 dică invariabil! In mp. 
` Magneții ŞI sarcinile electrice mobile (curenții electrici) 
p 


i cj i rimile: B iz 
l MU, 


200 săi JI â agnetic. 
vectorul inducție magnetică şi H — vectorul si dr PENATI 
- i i i stă câr g , 
i ă într-o regiune din spaţiu exis c 
Se constată că într-o reg ! mia pu 
i netru, sau o bu 
Ta ând î regiune un magneton , Sal 
ă, introducând în acea reg vma IEN 
arak cele două corpuri de probă din pian ral 
urent. - cele ef i ă 4 
pisi se exercită forte care nu se exercită în absenţa acestui p 
aces l 


M.I.1. Efecte magnetice suferite de sarcini electrice mobile 


Magnetometrul este un ac magnetic ce x) anglia dec e 
unui ax vertical (fig. M.1). Extremităţile acu a îi ed 
tici. Când magnetometrul se găseşte în câmp p s 
ia lul îndreptat spre polul Nord geografic (N) se m pol 
od fu, releli pol se numeşte pol sud (s). Dreapta Í- mg 
doi poli se numeşte axa magnetului, sensul acesteia este de la 
nord e a de curent este constituită dintr-o spiră (buclă) per 
d p ans mici, parcursă de curent, care arpan E 
tepi poate roti în jurul unui ax vertical a cărui ti creare 
unul din diametrele buclei (fig. M.2). In cinili pe ip iza 
bucla se orientează cu o faţă spre Nord; aceasta se Ş 
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a i 
fata pozitivă sau fața stângă, cealaltă faţă se numeşte fața sud, 
negativă sau dreaptă. | | 
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Sarcinile electrice mobile suferă efecte magnetice atunci când 
se găsesc în câmp magnetic. 
Legea lui Loreniz, a cărei expresie este: 
Fi = q|E+vx8] M(1.1) 
descrie forţa cu care acționează nişte sarcini punctuale qi, care se de- 


plasează cu vitezele v; (ce produc inducția magnetică B), asupra 


unei sarcini punctuale q, care se deplasează cu viteza v, aflată la un 


produs în punctul M de către sarcinile q;. Vectorul & 


| moment dat într-un punct M al spaţiului din jurul sarcinilor q; (fig. 
i M.3). 
s = 
s- | 
F 
Fig. M.1 q: Fa 
i Axa magnetică a buclei de curent este dreapta perpendiculară | P 
- seriale spirei care trece prin centrul acesteia şi are sensul dinspre | a a d a 
aţa suq spr | V 
ta sud spre fața nord. | M-q,v 
5 rA i 
| 
| Fig. M.3 
| Primul termen, 
| F.=q-E M(1.2) 
| T 
| numit forță electrică, este datorat câmpului electric de intensitate FE 
| E nu depinde de 


sarcina q, iar forța Fe există şi atunci când sarcinile q; sunt în repaus. 
Al doilea termen, 

Frs gxb, M(1.3) 
se numeşte forță magnelică (sau electromagnetică), aceasta se 
datorează sarcinilor q; numai când ele sunt în deplasare cu vitezele vi. 
acționând prin intermediul mărimii B (vectorul inducţie magnetică) 
ce caracterizează câmpul magnetic produs de sarcinile q; în punctul 


Fig. M.2 


Sti af anna tromagnetică 9 
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; , } l 
M. Totodată, pentru ca F„ să existe, ma 

se deplaseze cu o viteză oarecare v. 


. pe 3 forța: 
t Este nene că sariin ii se găseşte într-un E aiid de inducție B, acţionează 
e 


car 


| g — B M16) 
Formula M(1.3) arată că F, = avBsina , unde a este unghiul = rf ai <a 
determinat de vectorii v şi B; numai dacă q>0, Fm este normală la 
planul determinat de vectorii v ŞI B, iar sensul lui Fn este astfel B 
încât vectorii v, B şi F constituie un triedru direct (fig. M.4). ' 
p 
v } 
q ae — Bn 
M B 
es 
E 
Fig. M.4 


Adesea, sensul lui En se determină aplicând regula mâinii stângi. 


Legea lui Laplace. Aceasta rezultă din legea fundamentală a 
magnetostaticii M(1.1); expresia acesteia fiind: 


dF = 1dixB M(1.4) 


Forţa care se exercită asupra unui element de conductor di 
prin care trece un curent continuu de intensitate I (element de curent 


Idi) şi care se gă 


Fig. M.5 
ini i i -un 
Dacă un conductor rectiliniu de lungime / face parte pian 
i A d f mU 
ircuit parcurs de un curent de intensitate l şi se găseşte într-ui 
ci 


ă o forță 
magnetic uniform de inducție B, asupra acestuia atu ere 
| nică, echivalentă cu suma vectorială a forțelor care acțion a: păi 
i elementelor lui, ce are punctul de aplicaţie în mij 


eşte într-un punct al unui câm magnetic unde tuturor k 
E MENE ii. conductorului şi are modulul: M(1.7) 
vectorul inducție magnetică este B , are modulul: F = Blisina PERE 
d = IdlBsina M(.5) Când vectorul B este perpendicular pe conductor, air a 
unde a este unghiul format de vectorii di şi B: ; forţa dF are direcţia d a 


i i i at ADOR SS i Su Sim 
At ESAE CR EN pp RONUA 0 3 i E INA N 


perpendiculară pe planul definit de vectorii. di şi B., iar sensul 
acesteia este astfel încât triedrul Id, B, dF este drept. Sensul lui 


dF se determină adesea prin aplicarea regulii mâinii stângi 
(Fleming), sau regula observatorului (Ampere) (fig. M.5). 


6, ) rm | 
ele: 


TF -= ERD IdixB, 


Probleme de mugnelostatică şi inducţie electromagnetică 
unde n este numărul purtătorilor de sarcină pe unitatea de volum, iar 
este sarcina elementară, care poate fi pozitivă sau negativă (în general, 
Ru este negativ în cazul elecronilor şi pozitivă în cazul golurilor). 

Prin definiţie, mobilitatea Hall are expresia 


Mu =|Ralo M(1.12) 
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6 
rezultă echivalenta elementului de curent (/d/ ) şi a sarcinii dq care se 


deplasează cu viteza v, în ceea ce priveşte efectele magnetice suferite 
de sarcinile mobile: 


vdg = Idi M(.9) 
Câmpul magnetic este uniform într-o regiune din spaţiu, dacă 


vectorul B are acelaşi modul, direcţie şi sens în fiecare punct din acea 
regiune. 

Unitatea de măsură a inducției magnetice se numeşte tesla (T) 
în SI: un tesla este inducția magnetică ce produce un flux magnetic 
uniform de un weber (1 wb) printr-o suprafaţă cu aria de | m” normală 
la liniile de câmp (1 T=10* Gs). 

Efectul Hall. Dacă un eşantion dintr-o substanță conductoare 
(metal, semiconductor, gaz ionizat) este parcurs de curent după o 
direcţie şi se găseşte în prezenţa unei inducții magnetice uniforme 
perpendiculare pe direcţia curentului, între două puncte situate după o 
a treia direcție, - perpendiculară pe primele două -, care erau 
echipotenţiale în absenţa inducției magnetice, apare o diferență de 
potenţial în prezenţa acesteia. 

În cazul unei plăci metalice sau semiconductoare situate în 
planul xOz, parcursă de un curent de intensitate I după direcția Ox şi 


aflată într-un câmp magnetic de inducţie B , care are direcţia Oy, între 

două puncte a şi b de pe cele două muchii ale plăcii paralele cu Ox și 

dispuse după axa z'z, care erau echipotenţiale în absența câmpului 
magnetic, apare o t.e.m. numită tensiune Hall, Vu, ce are expresia: 

h 

a, cz IB 

V, = [End =R, = 

a d 


Fig. M.6 


unde g este conductivitatea electrică. 


RETO Fluxul de inducție magnetică se defineşte prin formula (fig. 


M.7): o N | 
db = B-ndS = B:dS; M(1.13) 


unde Eu =v, x B, este câmpul electromotor Hall, iar cu d s-a notat | L13) 
| Fluxul de inducție magnetică elementar d&, printr-un elemen 


grosimea plăcii (fig. M6). 
Constanta Hall (sau coeficientul Hali) este: 


1 
Ry et M(1.11) 
ne 


de suprafață dS din jurul unui punct O aflat într-o regiune din spaţiu 


i l i 5 C fi i 
în care există un câmp magnetic de inducție B , este egal cu produsul 
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NIN 


scalar dintre vectorii B şi dS = nd$, unde n este vectorul unitar al 
normalei orientate la elementul dS. Se mai poate scrie: 
db = BAS cos M(.14) 


unde 9 este unghiul format de vectorii B şi n. 


n B 
Ə 


ds W 


Fig. M.7 
Fluxul P printr-o suprafață S are expresiile: 


D= B as cose, M(1.15) 
S 


dacă inducția magnetică este uniformă şi 


D= fBdScosð = [Ba5, M(1.16) 
A S 


dacă inducția magnetică nu este uniformă. 


Elementul de suprafată dS se reprezintă printr-un vector dS. 
Sensul acestuia este determinat, de exemplu, de sensul unui curent 
electric;sensul normalei pozitive se deduce prin convenția de rotatie a 
triedrului direct (practic cu regula burghiului). Când suprafaţa este 
deschisă (bilaterală) şi pe conturul circular al acesteia este precizat un 
sens (fig. M.8), sensul normalei pozitive ON coincide cu sensul de 
înaintare a burghiului când mânerul acestuia se roteşte după sensul 
indicat pe contur. Normala pozitivă intră prin faţa negativă (-) (fata 
sud sau fața dreaptă) a suprafeţei şi iese prin fața pozitivă (+) (fata 


nord sau faţa stângă) a acesteia. Acum dS este un vector axial, - căci 
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sensul normalei depinde de sensul de parcurs al conturului -, şi are 
expresia: dS = ndS „unde n este vectorul unitar de arie pe normala 
ozitivă. _ : o 
i Când suprafața este închisă, prin convenție, normala pozitivă 
este îndreptată spre exteriorul suprafeței. l 
În SI, unitatea de flux magnetic se numeşte weber (Wb); 
aceasta este fluxul inducției magnetice care, prin anularea liniară a lui 
în timp de o secundă, produce în unica spiră care îl cuprinde o t.e.m, 


de un volt. 


-[+ n N 
e rr ar 
mm — 
C 
Fig. M.8 


M.I.2. Legea lui Maxwell. Dublet magnetic 


Energia magnetostatică reprezintă energia potentiali a anu 
circuit parcurs de un curent de intensitate |, care se află într-un ai 
magnetic şi îmbrățișează un flux magnetic O. S energ i 
provenită din lucrul forțelor exterioare care produc deplasare 
circuitului, este câştigată de circuit şi are expresia: 

W =-I0 M(1.17) 


m 
Legea lui Maxwell referitoare la lucrul produs prin deplasarea 
unui circuit parcurs de curent constant care se află într-un câmp 
magnetic invariabil, sub acțiunea forțelor electromagnetice se exprima 
D > 
scriind: 
= M(1.18 
7=IAO,, (1.18) 


sau r=1(0,-%,) M(.18) 
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Lucrul forțelor electromagnetice aplicate asupra unui circuit 
liniar nedefomabil, parcurs de un curent, care se deplasează într-un 
Câmp magnetic invariabil, este măsurat prin produsul dintre 
intensitatea curentului şi: 1) fluxul de inducţie magnetică tăiat de 
circuit în timpul deplasării sale, sau 2) variația fluxului inducției 
magnetice exterioare care intră prin fața sud a circuitului. 

Regula fluxului maxim. Un circuit rigid parcurs de curent 
constant, aflat într-un câmp magnetic invariabil, este în echilibru stabil 
dacă fluxul magnetic prin acel circuit este maxim. 


Rezultanta generală R a forțelor electromagnetice aplicate 
unui circuit rigid parcurs de curent. Una dintre metodele de 
determinare a lui R se bazează pe expresia analitică a legii lui 
Maxwell M(1.18), dr = IP, referitoare la ansamblul întregului 
circuit. 

Dacă componentele lui R sunt X, Y, Z, iar circuitul suferă o 


translație elementară dL (dx,dy,dz), se obțin formulele: 


Tefal, faj. papi M(1.19) 
Ox Oy Qz 
În cazul unei translaţii posibile numai după o singură direcție, 
de exemplu după Ox, avem: i 
d 
ia apt M(1.20) 
dx 


Momentul rezultant Tal fortelor electromagnetice aplicate 
unui Circuit rigid parcurs de curent. 


Dacă circuitul suferă o rotaţie elementară do(da,df,dy) şi 


componentele lui I sunt L, M, N, expresiile acestora au forma: 


pap: Mape, Maze 


. > a 
ĉa ap ôy 
Când circuitul se poate roti numai în jurul unui ax fix şi rotația 
elementară a circuitului este da, se obţine: 


M(1.21) 


i i tromagnelică 15 
că şi inducție electromagneti 
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db M(1.22) 


mici sis e 
magnetică este uniformă aco 


i ă de curent. 
t magnetic sau buclă ORNER ȘI 
bă Momentul magnetic al dubletului are expresia: 


za] fas 
(5) 


M(.23) TE 
i car tul, iar 
nde I este intensitatea curentului care parcurge circuitul, 
u 


fas 
(5) 


| 1 i ar sprijină pe 
n vector ce reprezintă suprafaţa de integrare care i a bila 
i sg =a . șI i 
i rul dubletului şi în SI se măsoară cu unitatea amp 
contur 


pătrat (Am”). 


tic ar dulul 
În cazul unei spire plane, momentul magnetic are mo 


m= IS, EAI .24) 
are direcţia normalei la spiră şi sensul indicat de para burghiu i = 
Dacă dubletul suferă o translație sub A -onig A 
atunci componentele acesteia se calculează după formulele: 


B -ƏB  „_—0B 
-D pon = om M(1.25) 
În cazul când dubletul suferă o rotație, asupra lui ii 
l avă resia: 
mentul rezultant al forțelor electromagnetice Į „având expre 
să T=mxB, M(1.26) 
unde: E 
8 =z (mB y 
di r=Îx0 M(1.27) 
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unde este un vector al cărui modul este egal cu intensitatea 
curentului ce parcurge dubletul, având direcţia şi sensul lui S, iar © 
este un vector de modul egal cu fluxul maxim BS prin circuit, având 
sensul lui B. 

Energia magnetostatică a unui dublet magnetic are expresia: 


m 


W, =-m-B, M(1.28) 


care este valabilă numai în cazurile când m se datorează unui curent. 
M.L.3. Acţiuni magnetice produse de curentul continuu 


Modulul inducției magnetice produse de un conductor 
rectiliniu, infinit de lung, parcurs de un curent de intensitate I, într-un 


punct M aflat la distanța r de acesta, se calculează cu formula Biot- 
Savart: 


B =m M(1.29) 
27 F 
vectorul B este tangent la cercul de rază r, cu centrul pe axa 
conductorului şi are sensul conform convenției triedrului direct (în 
acord cu regula burghiului). 


Teorema lui Ampere. Circulaţia inducției magnetice B , de-a 
lungul unui contur închis T, are expresia: 
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ŞB-di = pol malo ten) M(1.30) 
: 


unde pọ este permeabilitatea vidului; +n sau n=0 arată de câte ori este 
cuprins fiecare dintre curenţi de către contur, iar p este numărul de 
circuite filiforme, parcurse de curenții de intensităţi I, b, ... Ip care 
sunt cuprinse de conturul T. Figura M.9 ilustrează, pentru cazul când 
circuitul (C) şi conturul T sunt plane, care este semnul unui curent din 
expresia teoremei lui Ampère MU -30). 

Mai întâi se alege în mod independent un sens de parcurs al 
conturului T, precizându-se astfel fețele pozitivă şi negativă ale 
suprafeţei £ mărginite de contur. l l 

Când un curent pătrunde prin fața negativă a lui X, acesta este 
afectat de semnul +; în caz contrar, este afectat de semnul — (minus). 

Vectorul câmp magnetic. Acesta este definit în fiecare punct 
din spaţiu (numai în vid) prin relaţia: 


= 3 M(1.31) 


Ho 
—— —_—— Ë 
fĦ.di = nl, seu QH di = XI, M(.32) 
F r i=ì 


Unitatea de măsură a vectorului câmp magnetic Æ (sau a 

. . n a! ue e à laaye 

intensității câmpului magnetic), în SI este un amper pe metru (A/m); 
aceasta este intensitatea acelui câmp magnetic ce corespunde unel 


-J m 
inductii magnetice egale numeric cu Ho (B = Amio” TY. 
Potentialul vector al câmpului inducție magnetică. Câmpul de 


vectori axiali B are fluxul conservativ. În acest caz există un câmp de 


vectori polari A astfel încât între cele două câmpuri de vectori este 
satisfăcută relaţia 

B=rotă M(1.33) 

Vectorul A este numit potențialul vector al vectorului B. În 


acelaşi timp se spune că vectorul B derivă dintr-un potenţial vector 


18 V. Tutovan, I. Gottlieb 
IN a ai u 
A . Potențialul vector al inducției magnetice se măsoară în weber pe 
metru (Wb/m). 

In cazul unei distribuții volumice de curent, potentialul vector 
asociat întregului circuit are expresia: 


=$ di i 
ae e Pai M(1.34 
4r |; (1.34) 


unde dv este elementul de volum din jurul unui punct P în care 
vectorul densitate de curent este i, iar r este distanţa de la punctul P 


până la punctul M în care se calculează A ; integrala este extinsă la 
întregul volum în care este distribuit curentul (fig. M.10). 

Dacă circuitul este filiform, curentul fiind liniar, expresia 
M(1.34) devine (fig. M.11): 


4 = "n M(1.35) 


Fig. M.10 


atică şi în ie electromagnetică 
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NE : E ad i: iar 
le d este elementul de arc din jurul unui punct P al circuitului, 
und 


ste distanța de la P până la punctul M în care se calculează A; 
r % z A . pi J$ 
integrala se extinde la întregul circuit orientat (©). 

grala s 


Pi 


(C) 


Fig. M.11 l SI 
Legea Biot-Savart-Laplace se exprimă prin formula (fig. 
M.12): SPE 
T E RE M(1.36) 
4r r 


y i i eaptă PM. 
unde u este vectorul unitar al segmentului de dreap 


i ! i de un element 
intensitatea câmpului magnetic clementar dH , produs de al ie 
de circuit dl parcurs de un curent de intensitate I într-un punc 


modulul acesteia este: 


[SS] 
(m 
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| Jdisi 
dH =, M(.37) 
4r pe 


unde a este unghiul format de di şi PM. 


Fig. M.12 
Această lege , care reprezintă de fapt un procedeu de calcul, 
deoarece nu se poate izola efectul magnetic al unui element de circuit 
de efectul restului circuitului, se aplică şi la calculul inducției 


magnetice: 


Ee Idixu 
ET a CaA, M(1.38) 
4r r’ 
Formulele integrale relativ la întregul circuit: 
— 1 pīdxu 
e M(1.39) 
4r a E 
: z H Idixu 
şi Ba d, M(1.40) 
4r P 


Probleme de magnetostatică şi inducție electromagnetică 2] 
> 
unde po este permeabilitatea vidului, au sens fizic şi permit 


determinarea vectorilor H şi B. : 
Potentialul scalar magnetic. Într-o regiune din spațiu unde nu 


există curenți, deci acolo unde conturul circulației vectorului B nu 
cuprinde curenti, se defineşte potențialul scalar magnetic V} din care 


derivă inducția magnetică B prin formula: 
V ==779, M(1.41) 
4r : 
unde Q este unghiul solid sub care se vede faţa sud a circuitului, din 
punctul în care se calculează potenţialul. 
Astfel, se poate scrie: 
B = —gradV, M(1.42) 
Totodată, în aceleaşi condiţii, se poate scrie şi expresia 


potenţialului scalar al vectorului H, 


rA 
Pf M(1.43) 
4r 
ca şi relația H = —gradV M(1.44) 


Tensiune magnetică. În condiţiile precizate mai sus, circulaţia 


vectorului Æ de-a lungul unei traiectorii, nu depinde de forma 
acesteia ci numai de potenţialele corespunzătoare punctelor extreme 
M, şi Moale ei: 


[E di =V, -7V,; M(1.45) 
Mi i 
astfel se defineşte tensiune magnetică sau diferența de potential 
magnetic (ce se măsoară în amperi ca şi V). 
În cazul unui dublet magnetic, formulele M(1.41), M(1.43) 
devin: 


je a ASE și Pae ECO M(1.46) 
4r r Ar r“ 


unde m este momentul magnetic al dubletului, (fig. M.13). 


II 
N 
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Fig. M.13 


MI, s Su 
1.4. Ecuațiile locale și integrale ale magnetostaticii 


Acestea reprezintă relaţii local 
între curenţii 
produc. 


r e şi relații integrale care există 
electrici tionari si câr i P 77 
ectrici staționari şi câmpurile B şi H pe care le 

i 


Câmpul B 
este de flux conserv 
ativ; ace 
exprimă prin ecuaţiile locală (a) şi integrală (b): i aa iuli 


(52) 
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divB=0 (a) şi d BdS=0 (b) M(1.47) 


Într-un punct aflat în vid sau într-un mediu oarecare, 
divergenta lui B este nulă (a), iar fluxul lui B printr-o suprafață 
închisă este nul (b). 

În cazul vidului, între vectorul densitate de curent i. într-un 
punct Şi vectorul B din vecinătatea lui există relaţia: 

roiB= mi (a) M(1.48) 


Vectorul B derivă dintr-un câmp de vectori A în orice punct 
din spaţiu: 
B=rotA (a) M(1.49) 
unde A este potențialul vector al lui B. 
Câmpul H, în vid ca şi în orice mediu, nu este de circulaţie 
conservativă, în cazul general; în absența curentilor reali, câmpul H 
este de circulaţie conservativă. Cele de mai sus se exprimă scriind: 


ori =i (e) şi dHdi= [ds œ) M(1.50) 
(C) (5) 


şi ro =0 (a), dHdi=0 (b) M(1.51) 
(©) 
În cazul vidului, este valabilă şi relația: 
“divH =0 M(.52) 


În ceea ce priveşte potenţialul vector A, pe lângă relația 
M(1.49) este de reținut şi ecuaţia locală 


div =0 (a) M(1.53) 
O altă ecuaţie locală a lui A, care exprimă relatia dintre 


câmpurile de vectori Á ŞI i este: 
AA4+ ui =Q da) M(1.54) 
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aiii 
sau AA =0, (a) M(1.54) 


în cazul regiunilor unde î=0. 
Ecuaţiei locale 


rotA = B, 
îi corespunde ecuaţia integrală 
ŞA-di = [B-as, (b) M(1.55) 
k 8 


care exprimă de asemenea proprietatea lui B dc a fi de flux 
conservativ, 


M.I.5. Formule pentru calculul inductiei magnetice în 
cazul unor circuite filiforme simple 


Inducția magnetică produsă de un conductor rectiliniu AA, 


de lungime finită, parcurs de un curent de intensitate I, într-un punct 
M din spaţiu aflat la distanţa a de conductor (fig. M.14) are modulul 


Bale toiag, —sin6)), M(1.56) 
4ra i 


unde 0 < (MO, MP) , iar 0, şi 2 sunt valorile algebrice ale unghiului 
O ce corespund punctelor extreme A, şi A» ale conductorului. Vectorul 


B este perpendicular pe planul definit de conductor şi de punctul M, 
iar sensul acestuia este precizat de regula burghiului. Liniile de câmp 
sunt cercuri concentrice, cu centrele pe axa conductorului. 

Conductor rectiliniu de lungime infinită; cu aceleaşi notații ca 
mai sus, formula M(1.56) devine: 


p=Hol M(.57) 
27a 
inducția magnetică produsă de o spiră circulară de rază R ŞI 
parcursă de un curent cu intensitatea |, într-un punct M de pe axa 
acesteia aflat la distanța z de centrul O al spirei, are modulul (fig. 
M.15): 
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= 
A Ă R? Î ua 

pui R i Kol in? ð M(.58) 


2 pi a Wry R 


Fig. M.14 
Inducţia magnetică are direcția axei spirei; sensul acesteia se 
determină aplicând regula burghiului. În cazul fig. M.15 sensul lui B 


este de la 0 spre M. Se 
În centrul spirei, (punctul O,z=0) formula M(1.58) devine: 


Rad M(1.59) 
2R 
Această formulă, transcrisă pentru vectorul H , 
{ l 
H= M(1.60) 
" ZR 


26 F. Tutovan, I. Gottlieb 


RR E SR E 


permite să se dea o definiţie pentru unitatea de intensitate a câmpului 
magnetic: un amper pe metru (A/m) este intensitatea câmpului 
magnetic din centrul unei spire circulare cu diametrul de un metr U, 
când aceasta este parcursă de un curent cu intensitatea de un amper. 


Fig. M.15 
În cazul unei bobine plate, constituite din N spire aflate în 
plane paralele şi având sensibil aceeaşi rază R, formulele M(.58) şi 


M(1.59) devin: 


u NI R? BNI >; 
Be = sin MISI) 
2 (R g y” 2R 
NI 
j NA = i M(.62) 
2R 


Inductia magnetică produsă de un dublet magnetic de 


moment magnetic m. Componentele radială şi tangenţială ale 


că şi i ie electromagnetică 27 
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nagnetice B produse de un dublet magnetic de moment 
cţiei ma 


într-un punct M aflat la distanța r de centrul O al 


indu 


ganetic m, 
kul lui, au expresiile (fig. M.16): , 
_ 2Ho mcos i B _ bo, msing EEA 


apr dr r 
unde r şi O sunt coordonatele polare ale lui M. 


Fig. M.16 


Totodată avem: 


pt B1 
24B şi = =—tg0 M(.64) 
=NB, d 42 Deea 
B=4B; +B; şi fg B2 

Inductia magnetică într-un punci M de pe axa unui solenoid 


se calculează după formula (fig. M.17): 


B=* = 5 (pese, |-|eosâ]]), M(1.65) 


28 V. Tutovan, I. Gottlieb 


unde n este numărul de spire pe unitatea de lungime, I este intensitatea 
curentului ce parcurge înfăşurarea solenoidului, iar 8, şi 0 sunt 
unghiurile sub care se văd din punctul M razele spirelor terminale ale 
acestuia, dacă este îndeplinită condiţia ca unghiurile 8, şi 0 să aibă 
valori cuprinse între 0 și 7. 


A D AR D 
8 
M 2 1 
b. 


Fig. M.17 

Solenoidul este, teoretic; un ansamblu de spire circulare, de 
aceeaşi rază, de aceeaşi axă, una lângă alta, dar izolate între ele şi 
parcurse de acelaşi curent, în acelaşi sens. Practic, solenvidul se 
realizează dintr-o înfăşurare elicoidală din fir conductor cu pasul 
foarte mic, bobinată pe un cilindru şi parcursă de curent. 

Pentru cazurile ilustrate de fig. M.17a,b,c, formula M(1.65) 
capătă formele: 


B= Hr coso, B= (0050, —cos8,) M(1.66) 


h 
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o 
Lonk 

i B= 2 —(eos6,| + leo, M(1.67) 


În toate cazurile, B- are direcţia axei; sensul lui B este 
determinat de sensul curentului ce parcurge spirele înfăşurării (după 
regula burghiului). 

Dacă solenoidul este de lungime infinită, adică practic 
lungimea lui este mult mai mare decât raza spirelor ce-l compun. 
inducția magnetică într-un punct de pe axa acestuia, situat departe de 
extremităţile lui, are modulul: 

B = unl M(1.68) 


Asupra unui solenoid aflat în câmp magnetic uniform 
acționează un moment al cuplului (fig. M.18), 


d 
r=% M(1.69) 
da 
unde a este unghiul format de axa solenoidului şi vectorul inducţie 
magnetică B. 
Formula M(1.69) se poate pune şi sub forma: 

TemxB, M(1.70) 
unde m=NSI este modulul vectorului moment magnetic al 
solenoidului, care este purtat de axa acestuia şi intră prin feţele 
negative ale spirelor. 

Bobina sub formă de tor produce într-un punct M din 

interiorul ei o inductie magnetică având intensitatea: 
u NE, 

B= pe: 
27r 

în formula de mai sus, s-au utilizat aceleaşi notații ca şi cele din fg. 
SE 19: p — raza cercului generator, R — raza locului centrelor spirelor 
(rază medie a torului), r raza unei linii de câmp și | intensitatea 


M(1.71) 


curentului care parcurge bobina. Vectorul B este tangent la linia de 
câmp şi are sensul determinat de sensul curentului prin spirele 
bobinei, în acord cu regulile cunoscute. 

Dacă r>>p, formula M(1.71) devine: 


U3 
O 
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O BA 


_ hNi 
B = AR => Lindl š MU 72) 


unde n este numărul de spire pe unitatea de lungime a cercului mediu 
In exteriorul bobinei torice, inducția magnetică este nulă: 


B,=0 M(1:72°) 


O pânză de curent superficială are grosimea tinzând către zero, iar 
densitatea superficială de curent în acest caz are expresia: 
i, =; M(1.74) 


vectorul i, are sensul curentului, iar lungimea 7 a pânzei este 


perpendiculară pei,. 
Într-un plan tangent la pânza de curent, dacă avem două axe 


rectangulare, - una paralelă cu i, şi alta perpendiculară pe i, =. 


componentele lui B pe aceste axe sunt: Bişi B}. Condiţiile de 
trecere (sau condiţiile la limită) ale acestor componente sunt: 


Bi, -B! =0 şi Bu -Bi = toi, M(.75) 
Relaţiile M(1.73,1.75) se exprimă vectorial scriind: 
B, — Bi = tlis xn), M(1.76) 


unde 7 este vectorul unitar al normalei la suprafața pânzei de curent. 
Referitor la vectorul H , relația M(1.76) se scrie sub forma: 
Ho — Hi =i xn M(1.77) 


Distribuţie volumică de curent. In cazul unui conductor 
cilindric. rectiliniu şi infinit, de rază R, parcurs de un curent având 


intensitatea I, inducția magnetică într-un punct interior M aflat la 
distanţa r de axa acestuia, are expresia; 
fii F r 
B, = d Bp E 
2ar R R 
unde B, este modulul inductiei magnetice într-un punct aflat la 


M(.78) 


ka Discontinuitatea vectorilor B şi H la traversarea un i 
distributii onaran A. e i M 
Stribuţii superficiale de curent. La trecerea printr-o pânză de curent 

Ser iii r 3 
componenta normală a lui B nu se modifică: 


Bin = Ba M(1.73) 


distanţa r de axa cilindrului. 
Dacă punctul M se găseşte în exteriorul conductorului, 
inducția magnetică se calculează după formula: 
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l 
B, = a M(1.79) 
Zr 


M.I.6. Interacţiuni magnetice între circuite parcurse de 
curenţi continui 


Formula acțiunilor electrodinamice a lui Ampère (sau legea 
acțiunilor electrodinamice a lui Ampere) are expresia: 
Fiz =-Fa = 211 | [aie x di x „ M(1.80) 
AT ÈG á 
Forța electrodinamică cu care acționează un circuit (C,) 
parcurs de un curent de intensitate l, asupra altui circuit (C2) parcurs 


de un curent cu intensitatea l, ale căror elemente de circuit dli şi dlə 


se găsesc la distanţele r unul de celălalt, se poate calcula cu ajutorul 
formulei de mai sus. 

Formula de definiţie a amperului. Dacă cele două circuite la 
care se referă formula lui Ampere au forma unor conductori filiformi 
infiniţi, rectilinii, paraleli şi dispuşi în vid la distanţa d unul de altul, 
forţa care se exercită asupra fiecărui metru de lungime a unuia din 
conductori are modulul: 


£ EPEAT a M(1.81) 


forța este normală la conductori, şi dacă cei doi curenți au acelaşi sens 
aceasta este îndreptată dinspre un conductor spre celălalt. 

Dacă d=lm şi h=, formula M(1.81) duce la definiţia 
unităţii de intensitate de curent în SI. Amperul este intensitatea unui 
curent constant care, menținut în doi conductori paraleli, rectilinii, de 
lungime infinită, de secţiune circulară neglijabilă şi plasați la o 
distanță de 1 m unul de altul în vid, ar produce între aceşti doi 
conductori o forță egală cu 2.10” newtoni pe metru. 
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Inductanţa mutuală şi inductanța proprie. Două circuite 


vecine, care trimit fiecare în celălalt un flux magnetic, se spune că 
> 
sunt cuplate magnetic (fig. M.20). 


di, di2 
(Ca) | (C2) 
l4 MAp l2 
"12 
Fig. M.20 


Acest cuplaj este caracterizat prin mărimea M numită 
inductanță mutuală (sau coeficient de inducţie mutuală). 

Inductanța mutuală depinde numai de caracteristicile 
geometrice şi de poziţiile relative ale celor două circuite, precum şi de 
permeabilitatea magnetică a mediului în care se află acestea; în SI, 
aceasta se măsoară cu unitatea numită henry (H). 

Fluxurile magnetice trimise de un circuit în celălalt au 
expresiile: 

i =M, şi ®, = Ma pla: M(1.82) 
în primul caz este vorba de fluxul trimis de (C,) în (C2), iar în cel de al 
doilea de fluxul care străbate circuitul (Cı), datorită lui (C2). Se 
demonstrează că M;2>Mzs>M. Semnul lui M se determină ţinând 
seama de semnele fluxurilor prin cele două circuite. Presupunând că 
circuitele sunt parcurse de curenți de acelaşi sens şi dacă cele două 
fluxuri au acelaşi semn, M este pozitiv; în caz contrar M este negativ. 

Inductanţa mutuală se poate calcula cu ajutorul formulei lui 


Neumann (fig. M.20): 
4 dl dl, ” 
M =£ i] ae M(1.83) 


G3 
A 


V. Tutovan, I. Gottlieb 


Cele două circuite descrise de fig. M.21 sunt supuse la forțe 
sau la momente ale forțelor electromagnetice, ale căror componente 
după Ox au expresiile M(1.19), M(1.21). 


ô$, 
Xel Pos =1 L, n M(1.84) 
Ox, Ox, 
ô$, ðM 
r=, Mart — ete. M(1.85) 
i Oa, 0a, 
M 
ş at Egali T M(1.86) 
d E: Ox, 
paih et E. M(.87) 
ii 0A, Oa, 


Fluxul de inducție proprie prin suprafața mărginită de un 

circuit datorită curentului care îl parcurge, are expresia: 
=L] M(1.88) 

Cu L s-a notat ceea ce se numeşte inductanța proprie a 
circuitului (coeficient de autoinducție, sau coeficient de selfinductie), 
care depinde de configurația geometrică a circuitului şi de mediul în 
care se găseşte acesta. El caracterizează circuitul din punct de vedere 
al fluxului care îl străbate, este totdeauna pozitiv şi se măsoară în 
henry (H). Un circuit are inductanţa proprie de un henry dacă, fiind 
parcurs de un curent cu intensitatea de un amper, este traversat de un 
flux de inducţie proprie de un weber (1 Wb). Coeficientul L se poate 
determina aplicând formula M(1.88), atunci când fluxul & se poate 
calcula. O altă formulă cu ajutorul căreia se poate determina 


coeficientul L, atunci când inducția B se poate calcula uşor, este: 
l 
L= 3 
Hol sp 


integrala fiind extinsă la întregul spațiu. 
Inductanţa proprie a unui solenoid lung are expresia: 


Bd M(.89) 
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o ou 
2 2 
[S E A 
pi EPT Ee e M(1.90) 


4r l’ 
unde N este numărul total de spire, n= numărul de spire pe unitatea de 
lungime, / — lungimea solenoidului, S =: suprafața unei spire i 
ON, unde R este raza spirei — reprezintă lungimea firului din care 
e constituită întreaga înfăşurare. | 
Componentele rezultantei forțelor electromagnetice care 
onează asupra unui circuit, datorită curentului propriu care îl 


est 


acți 
parcurge, au expresiile M(1.84): i 
repe, r-r e, zere M(1.91) 
Ox Oy Oz 


De asemenea, componentele momentului  rezultant se 
calculează după formulele M(1.85): 


> ÔL | 
E ape, E. sul Se şi D= M092 
i da õp Op 


M.].7. Energia magnetostatică 


Energia  magnetostatică de interacțiune | (sau energia 
magnetostatică mutuală) se datorează faptului că un circuit se găseşte 
în inducția magnetică produsă de alte circuite. In cazul unui sistem de 
două circuite vecine, parcurse de curenţii I şi h, străbătute de 
fluxurile O; şi 12, energia magnetostatică mutuală are expresia: 


| 
Wp = (pai tpa) M(1.93) 


În cazul unui sistem de n circuite filiforme, relația M(1.93) 
devine: 


| 
7 =- FI, M(1.94) 
H mi p z i 


1 
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unde 4, = S pa M(1.95) 


j=l, jżi 


Energia magnetostatică proprie, datorată faptului că orice 
circuit se găseşte în propria inducție magnetică, în cazul a două 


circuite se calculează după formula: 


] 
Wr T sUh +a) M(1.96) 
Energia magnetostătică totală a unui sistem de n circuite, 
Mi =? W + Wis d M( | .97) 
are expresia: 
1 n 
LA = lb M(.98) 
i=] 
unde d= S h M(1.99) 
Jal 


În cazul a două circuite avem: 
] ] 1 1 \ 
Wa =i 2 +- 13 t >i +2 za 
m 2 Pau p 20.3 2 Bu 3 Va | 


; M(1.100) 
Energia magnetostatică a unui singur circuit care este parcurs 
de un curent de intensitate I se scrie sub forma: 


l T 
7 => = -—- 417 


Energia magnetostatică datorată oricărei distribuții de curent 
în vid, sau într-un mediu de permeabilitate constantă, este localizată în 
inducția magnetică produsă, după cum arată formula: 


y7 l 2 
W, ===> |B’, M(1.102) 
Di d 
Ho 5, 
integrala fiind extinsă la întregul spatiu. 
Densitatea de energie magnetostatică într-un punct din spaţiu 


“câmpului 
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j | 
de există un câmp magnetic de inducţie B, sau de intensitate a 

un dă 

magnetic H , este: 


w T E A M(1.103) 
"O d 2i 2 


M.I. MEDII MAGNETIZATE 


M.IL.1. Magnetizare 


Orice substanță de volum v, când este supusă acțiunii unui 
p magnetic exterior, produce un câmp magnetic ce se suprapune 


câm 
peste cel exterior şi totodată capătă un moment magnetic m ; spunem 
că acea substanță s-a magnetizal. Dacă substanța de volum v rămâne 
magnetizată şi după suprimarea câmpului magnetic exterior, ca poartă 
numele de magnet; când acesta produce un câmp magnetic ce nu 
variază în timp, el se numeşte magnet permaneni. Momentul magnetic 


m al unui magnet se defineşte prin formula 
| =%B, M(2.1) 


unde F este momentul cuplului forțelor ce se exercită asupra acestuia, 
când magnetul se găseşte într-un câmp magnetic uniform de inducţie 


P 


Când un magnet se găseşte într-un câmp magnetic neuniform, 


asupra acestuia se exercită o forță rezultantă generală R(X,Y,Z) ale 
cărei componente se exprimă prin formule de forma M(1.25): 
pa) 
“OB 
FL ai M(2.2) 
Ox 
Prin analogie cu dubletul magnetic, rezultă că, în cazul unui 
magnet mic, într-un punct aflat la o distanță mare de magnet față de 
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6 


dimensiunile acestuia, potenţialul scalar magnetic, V,, are expresia 


M(1.46): 
Ho mcos 
V, ==, 
P 4r r? 


iar inducția magnetică B , în acelaşi punct, derivă din acest potențial 


scalar conform formulei: 
B = -grad M(2.4) 
De asemenea, componentele radială şi tangenţială ale 


inducției magnetice B produse de un mic ac magnetic, au aceleaşi 
expresii ca şi cele aplicabile în cazul dubletului magnetic M(1.63). 

Pentru studiul proprietăţilor magnetice ale substanței 
magnetizate, Ampere emite ipoteza de echivalență dintre un magnet şi 
un ansamblu de curenţi fictivi, - numiţi curenţi moleculari sau 
amperieni -, care sunt distribuiţi într-un anumit mod în acelaşi volum 
al magnetului î în care nu mai există substanță, în el fiind vid. 

Într-un punci P al unei substanțe de volum v, magnetizarea 


— 


este caracterizată de vectorul magnetizare, 
magnetizare), definit prin relația: 


(intensitate de 


j=, M(2.5) 


unde m este momentul magnetic al unei particule de volum elementar 
dv din jurul punctului P, În SI, J se măsoară în amper pe metru (A/m). 
După concepția lui Ampere a feromagnetismului, un disc de 


suprafaţă a bazei S şi de grosime dx, a cărui magnetizare J are 
direcţia axei acestuia, - numit adesea foiţă magnetică -, are un moment 
magnetic: 
dm = JSdx M(Q.6) 
De asemenea, un magnet sub formă de bară cilindrică, de 
volum v, a cărui magnetizare are direcţia axei cilindrului, posedă un 
moment magnetic a cărui expresie este: 


LI 
O 
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m = dv M(2.7) 
M.]L.2. Relaţia fundamentală a mediilor magnetizate 


În SI se scrie sub forma: = 
B= mH +J), M(2.8) 


B este inducția magnetică (totală) într-un punct din interiorul 


unde ‘k 
ubstanței, iar J este vectorul magnetizare în acelaşi punct, 
s 
reprezentând o excitație. Prin definiție, 
z3 B 
Held M(2.9) 
Ho 


este vectorul câmp magnetic (vectorul H sau vectorul excitație 


magnetică), în punctul unde inducția magnetică este B și 


magnetizarea este J: : up este permeabilitatea vidului. 


Într-un punct exterior substanței manetizate, unde J=0, 
relația M(2.8) ia forma cunoscută corespunzătoare vidului M(1.31): 


B= iH M(2.10) 
Experiențele nu au confirmat existența monopolului magnetic, 
aşa cum a presupus Coulomb că există. În unele cazuri însă, este 
convenabil să se lucreze cu masele magnetice +m, folosindu-le ca un 


artificiu de calcul. l 
De exemplu, un dublet magnetic real, de moment magnetic 


"M. se poate considera ca fiind echivalent cu un sistem de mase 


magnetice +m (fictive) care se găsesc la o distanță fixă 1 una de alta 
astfel încât Ă 
M =ml M(2.11) 
În acest context, potențialul datorat unei mase magnetice 
punctuale într-un punct aflat la distanța r de aceasta, are expresia 
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NI 


| m 
V =—.-—; M(2.12) 
4r r 
totodată, intensitatea câmpului magnetic în acelaşi punct este: 
1 -+m 
H =—-—, M(2.13) 
4m r? 


iar relația dintre inducția magnetică şi câmpul H devine: 
Baz pill M(2.14) 
Admiţând' că tormula T =mxB, M(2.1), este valabilă, se 
ajunge la expresia forței de interacțiune dintre două mase magnetice 


punctuale, care este asemenea cu cea a forței de interacțiune dintre 
sarcinile electrice punctuale: 


Li 
Ho mm 
ÎN a PD. 


M(2.15 
4r r? (2,15) 


M.IL.3. Substanțe dia-para- şi fero-magnetice 


Mediile magnetice numite liniare, izotrope şi omogene 


(L.LO.) au magnetizarea J proporțională şi de aceeaşi direcţie cu 
vectorul H 

J=H; M(2.16) 
coeficientul de proporționalitate y se numeşte  susceptivitate 


magnetică. Împărtind pe y la masa volumică p a substantei, se obține 
susceptivitatea masică. 


Xa =XIP M(2.17) 
Magnetizarea raportată la unitatea de masă se numeşte 
magnetizare specifică: 


me pH MQ.18) 
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aa a meg 
În cazul acestor substanțe, formula fundamentală a mediilor 


magnetizate M(2.8) devine: S n? 

B=uf, M(2.19) 
unde U= H, Şi H+ M(2.20) 
sunt permeabilitatea absolută şi respectiv permeabilitatea relativă a 


mediului. N l E 
Totodată, expresia energiei magnetostatice M(1.102) capătă 


forma: 


wW 


m 


2 1 2 
D it ui, [Hdv M(2.21) 
2 loh, sp 2 sp 

În cazul a două medii magnetice L.I.O., ecuațiile de trecere 


ale vectorilor B şi H se scriu astfel: 


Ban gi Ba a 0 M(2.22) 
Hn Hna M(2.23) 
an Hn 

Hy H, = ig M(2.24) 
n a Pa M(2.25) 
B, Hna 


Componenta normală B, a vectorului B este continuă la 
traversarea oricărei suprafeţe de separare a mediilor M(2.22), în timp 


ce componenta normală a vectorului Æ suferă o discontinuitate 
M(2.23). _ 

Componenta tangenţială a vectorului M este discontinuă la 
traversarea oricărei suprafeţe de separare a două medii, 
discontinuitatea fiind egală cu densitatea superficială de curent de 
conducție, iss M(2.24). Componenta tangențială a inducțici magnetice 
suferă o discontinuitate, în condițiile de mai sus M(2.25) — liniile de 


câmp ale vectorilor B şi H , care sunt paralele în cazul mediilor L.L 
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(dar neomogene) îşi schimbă directia la traversarea unei suprafețe d 
separare a două medii conform relaţiei: 
Iza Hu 
a za M(2.26) 
8, lin 
In formulele de mai sus, usi şi p sunt permeabilitățile relative 
ale celor două medii, iar œ; şi a sunt unghiurile pe care le face linia de 
câmp cu normalele la suprafaţa de separare. 
Substanțe dia-para - şi fero-magnetice. Substanțele dia- 
magnetice au magnetizarea negativă (de sens opus vectorului Æ h 


J=-yÄ, M(2.27) 

unde y este de ordinul lui 10° în cazul stărilor condensate, iar 
ü =ley&l M(2.28) 

şi nu depinde de temperatură. 
Substanțele paramegnetice au relaţia dintre J Şi H de forma: 
J=zH, M(2.29) 

unde y este de ordinul lui 10-10 în cazul mediilor condensate, iar 
4 Sl+ry>l M(2.30) 


Susceptivitatea masică a acestora variază cu temperatura după 
legea lui Curie: 
ax M(2.31 
paN T M(2.31) 
unde C este o constantă. 
Substanțele feromagnetice sunt medii magnetice neliniare, 


Fig. M.21 rer 
7 POE SE ET ES 4 y : A i i iază ciclic între două 
deoarece atât y cât şi u sunt funcţii de H ; în acest caz se scrie: Dacă valorile câmpului magnetic variaz cin. a 
S amp a a ; s i ă ri , i 
J= 700) H şi B=u(H) H MQ.32) valori Hg care produc saturația magnetică Bs a se epic rama 
na i a Ş a magnetică descrie un ciclu de magnetizare ASau CICI i e Ati 
i Permeabilitatea relativă a acestora poate atinge valori de la fe M22: curba OBs se numeşte curbă de primă magnetizare. 
10 până ia 10°. A Ne ei 


Figura M.21 ilustrează forma curbelor B(H) şi (H). reprezintă inducția remanentă a substanţei. 


Punctele He reprezintă câmpul coercitiv, iar punctele B, 
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Fig. M.22 
Susceptibilitatea magnetică a substanțelor feromagnetice 
variază cu temperatura. Peste o anumită temperatură critică, numită 
temperatura Curie, Te, ele devin paramagnetice; atunci 
susceptibilitatea lor variază după legea Curic-Weiss: 
G 


Taa M(2.33) 
mST 
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Doi poli magnetici de semne diferite şi de suprafaţă S se atrag 
tă dată lele: 
u o forță dată de formu D 
: Hod S BS 
2 2 klo 
M.Il.4. Circuite magnetice 


F= M(2.34) 


Un sistem constituit din corpuri feromagnetice, magneți şi 
cireuite parcurse de curenţi electrici, care conduce un flux mapos së 
numeşte circuit magnetic. Cel mai simplu circuit magnetic eT : 
singur ochi, fiind constituit dintr-un inel de fier pe care sunt bob = 4 
în acelaşi sens, N spire parcurse de un curent electric de intensita A i 
În acest caz, fluxul magnetic ce parcurge circuitul este dat de formula 
Jui Hopkinson: 


M(2.35) 


unde F =NI este tensiunea magnetomotoare, iar N —[/ uy este 
reluctanta circuitului, considerat în acest caz ca având O lungime 
medie }, o suprafaţă a secțiunii drepte S constantă şi o permeabilitate 
magnetică u. Dacă circuitul nu este omogen, atunci 

> 


T: ca eu tea M(2.36) 


His, Mas, 
unde R,,R,,... sunt reluctanțele porțiunilor de circuit de ic 
lb... de suprafeţe Si,Sz, <.. ale secțiunilor drepte şi de permeabilități 
Bopa 


M.II.5. Magnetism terestru 


j i ituit dintr-o spiră 

Busola de tangentă este un aparat constituit dinti o apr , 
circulară de rază R, parcursă de un curent de intensitate I, în centrul 
căreia se găseşte un mic magnet drept, cu lungimea mult mai a 
decât R, ce se poate roti într-un plan orizontal; centrul de greutate a 
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(=; 
É Le 


ferestre se calculează aplicând formula: 
B a Lol 
5 Riga E MQ.37) 


unde o este unghiul dintre axa magnetului şi B 
p~” 


Fig. M.23 


aaa = 
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M.I. INDUCȚIA ELECTROMAGNETICĂ 


M.III.1. Legea fundamentală a inductiei electromagnetice 


Capitolul din disciplina “Electricitate şi magnetism”, denumit 
“inducția electromagnetică” se ocupă cu studiul fenomenului de 
inducție electromagnetică. Acesta constă, esenţial, în apariţia unui 


câmp electric rotaţional într-o regiune din spaţiu unde există un câmp 


magnetic variabil. 

În cazul particular al unui circuit conductor străbătut de un 
câmp magnetic variabil, fenomenul de inducție electromagnetică se 
manifestă prin apariția în acel circuit conductor, a unei tensiuni 
electromotoare induse; iar dacă circuitul este închis, şi prin apariţia 
unui curent indus care îl parcurge. 

Legea fundamentală a inducției electromagnetice (sau legea 
lui Faraday) priveşte tensiunea electromotoare indusă. Aceasta se 
exprimă prin formula: 

dp - 
ză ie M(3.1) 
dt 

T.e.m. indusă este egală cu derivata totală, în raport cu timpul, 
a fluxului total (tăiat de circuitul în deplasare şi cel care îl străbate) 
prin intermediul tuturor variabilelor care îl pot modifica (pH H, s, 


cosa). 
M.IIL.2. Curentul indus şi sarcina electrică indusă 


Dacă într-un circuit închis de rezistență R a luat naştere o 
Le.m. indusă, atunci prin acesta va circula un curent indus 


, 1 de a 
i =—-———- M(3.2) 
R di 
Sarcina electrică q, transportată de curentul indus are 
expresia: 
e, -P N 
q= =, M(3.3) 


R 
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M.1. FIR CONDUCTOR RECTILINIU, PARCURS DE 
CURENT CONTINUU 


unde O, şi ®, reprezintă fluxurile totale, inițial şi final, prin circuit. 


M.III.3. Tensiunile electromotoare de autoinducţie 
şi de inducție mutuală l 

Un circuit electric parcurs de un curent constant de intensitate 

I este străbătut de un flux magnetic având expresia: 
Qll, M(3.4) 
unde L este inductanța proprie (sau coeficientul de selfinducţie) a 
circuitului. Când factorii L şi 1 variază în timp, circuitul este sediul 
unei tensiuni electromotoare de autoinducție (sau t.e.m. de 


În tehnică şi în viața cotidiană, se folosesc frecvent conductori 
rectilinii care au suprafeţe cilindrice; secțiunea dreaptă a acestora are 
forma suprafeței unui cerc. Prin “secțiune dreaptă” (sau transversală) 


vom înţelege o secțiune realizată cu un plan perpendicular pe axa 
conductorului. 


J i . . . t . 9 e NERA PRR Asa 
iii ai Când aceştia nu intervin, prin diametrul şi masa lor, în 
d(Li) rezolvarea problemei propuse, poartă denumirile: conductor rectiliniu 
PE TEIIAL. Tti 2 a zi A Sa zu E EE 
d dt Mpa subtire, conductor. rectiliniu filiform, sau fir conductor i mei 
că i sori i gera ideea de rigiditate, un fir poate fi denumit 
Când L este constantă, formula M(3.5) devine: Uneori, pentr u a se sugera ide g „un fir p 
di bară (sau tijă). 
e = —b M(3.6) 
dt 


| P.M.1. Inducţia magnetică 
In cazul a două circuite (C) şi (C2) cuplate magnetic, fluxul | 
magnetic trimis de (C;) în (C2) este Î,, = MI, iar cel trimis de (C3) Un conductor rectiliniu şi filiform (adică de grosime practic 
neglijabilă), de lungime l, este parcurs de un curent având intensitatea 


f 


în (Cı) este ®, =MI,, unde M este inductanța mutuală (sau 


coeficientul de inducție mutuală) a celor două circuite. In acest caz, în 


ray aae ; > a = “mine inducti etică într-un punct M 
cele două circuite apar tensiuni electromotoare de inductie mutuală a. Să se determine inducția magnetică B, p 


d(Mi) aflat la distanta a față de axa unui fir rectiliniu care are lungimea finită 
as MG.7 L (fig. 1-1). 


Când M este constant, t.e.m. de inductie mutuală care au 


i Rp. După formula Biot-Savart-Laplace, M(1.38), expresia lui 
sediul în cele două circuite sunt: Kp 


di, _ di, B este: ci 
e, aia i si 6 aaa M(3.8) = ul == (D 
Ar sr 


d 


unde r = PM. l eta a i za 
Inductia magnetică are simetrie axială; direcția ei este 
perpendiculară pe planul definit de conductor şi de punctul M, iar 


sensul ei este precizat de regula burghiului. In cazul corespunzător 
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figurii (1-1) B este per i E sa pd 
k > pendicular pe planul fi A 
îndreptat spre foaie. pe planul foii şi are sensul 


-rR 
yW 
LTN 
2 
dl n 
P N 
3 N 
N 
I (04 N N 
SA ks 
RP LX 
Ls S ks 
| lW Sa NAA 
| 4, | Si N RS 
d Mni 
a a a = 
| a M 
Fig. 1-1 


In acord cu fig. (1-1) avem: 


dixr|= dl-r-sin(di,r) = dl-r -sina ; d er- 
d=r-sind, 1l=OP=a ctga şi q= Ada. 
cin? y 
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ada 
PPE, 
Th | 2 a 
N- f aa Ue Hol fsinada 
a 


B 
4r î a 4na şi 
sin” a 
adică 
I 
= Æ (cosa, -cosa ), (2) 
4ra = 
sal 
, 
pal |. di d, | (2”) 
ui Pie o ad ii 
| ai +a ydi +a 


b. Într-o altă variantă, punctul (a) se poate enunța după cum 


urmează. 
Un conductor rectiliniu şi filiform AB, de lungime 2a, este 
pă axa X'X. Să se determine inducția magnetică B produsă 
de acest conductor, când este parcurs de un curent continuu de 
intensitate 1, într-un punct oarecare M, în funcţie de I, h, œr şi %2, 
luri ale căror semnificații rezultă din figura alăturată. 


dispus du 


simbo 
M 
| 
hi 
| 
À 2a I B 
Fig. 1-2 
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d 5 
Rp. Problema se rezolvă tot cu ajutorul legii Biot-Savart- E III EN a 
Laplace M(1.38). ft f -dx (5) 
Pentru a o aplica, refacem schema dată (fig. 1-2), după cum se AT 


vede în fig. (1-3). Aplicând regulile cunoscute (punctul a), reiese că Din fig. (1-3) reiese că r = h/sin şi x = —hctg0 ; totodată 
singura componentă nenulă a lui B este B,. Aceasta rezultă şi din 


calcul. Într-adevăr, deoarece acum avem: 


avem: dx = hd0 lsin? 8. 

Acum se poate scrie: 
he e i aie = Hol. fini = 
sið KP 4mh 


a a 


2 4g 


E Po? (cos 9) = Hol (cosa, — cos, ) (6) 
a 4mh 


Din cele de mai sus rezultă că expresia lui B este: 


= Hol FA A i 0 
B =- (cosa; -cos 0, )k = — (cosa, =cos æ, (ixj) (7) 
47h 47h 
c. Printr-un conductor rectiliniu de lungime 2L, dispus de-a 


lungul axei Oz, curge curentul de intensitate I (fig. 1-4). 


A P qi 02a B 
i Fig. 1-3 
dl(dx,0,0) şi r(r,r,>0), se obține: 
(dixr), = (dh r,- (dì) r, =0 
(dixr), = (d. (dr, =0 3) 
ȘI 
(dixr). = (d) r,- (di) r, =r, dx = hdx (4) 


Ținând cont de relațiile (3) şi (4), formula (1) devine: 


i 
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Care este inducția magnetică în orice punct al planului z=0? 


Rp. Aplicând formula (2) la cazul descris de problemă, când. 
Q, =Q şi a, = —a (fig. 1-5), aceasta capătă forma: 


M 
NNE 
5 ANR, do 
a Y 
j h EREN 
a NENON 
i N Sa ics 
f N ` KYN 
2L) 1 r P i 0-a 
RR e Mc O: II 
A "d 
SINE, 
Fig. 1-5 | i 
J l Fig. 1- 
B,= ol cosa (8) 
ee Rp. Se aplică formula Biot-Savart-Laplace M(1.38). 
Întrucât cosa = —=— , rezultatul este: jpe Mekat ng 
T Ear’ 4r r’ 
_ Mod L (9) Din figură rezultă: disin J =rda şi rcosa = h. 
ET f i 
2ar PI: +r? relaţia (1) devine: 
unde r este distanţa de la punctul oarecare P până la axa conductorului. di Hol coso da 
Să se arate că, dacă L — œ, se obține formula M(1.57). 47h 
d. Să avem un fir rectiliniu cu lungimea AB=I=3 m, care este si din aceasta se obţine: 
parcurs de un curent cu intensitatea I=2A. Care este inducția a, I 
iie “A - A i Hl Hot 
magnetică produsă de acest sistem, într-un punct aflat pe normala la [a to, [cos ada = -— sin a, 
fir, care trece printr-una din extremitățile lui, la distanța h=0,5 m de 4zh $ 47h 


axa acestuia (fig. 1-6)? 


Acum 


~J 


Un 


F e 
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ti ci pa a a i 
6 


Deoarece sin, = ~=, avem: Rp. Cum d, —> 0, formula (2°) ne dă: 
Vi h" á 
Hol l 
47h Ma +h s+ h (10) p = Ho | — baz UD) 
4ra d? Kie a? 


e. Care este expresia lui B, în cazul unui conductor rectiliniu 


ilifor > ; , a ia m , : 4 n 
filiform de lungime semi-finită (fig. 1-7)? f£ Să se scrie expresia lui B, pentru cazul conductorului 


rectiliniųu, filiform, de lungime infinită, parcurs de un curent de 


intensitate ila | 


Rp. Dacă d, > şi d, — —0 , deoarece 


Do, se obţine din (2”): 
Jdi +a | 
pol (12) | 

2ra 
g. Două medii neconductoare, de permeabilități pu şi po, au ca | 
suprafaţă de separare un plan. În acest plan este dispus un conductor | 
rectiliniu infinit lung, care este parcurs de un curent de intensitate |. 


Care este expresia modulului vectorului B într-un punct aflat la 


p 
i l distanta r de firul conductor (fig. 1-8)? 
| 
d | Rp. Aplicarea teoremei lui Ampère conduce să se serie 
| M(1.30): 
i fHdi=1= [H,di+ [Hdi (13) 
o Mi» O AC C24 


Deoarece B este acelaşi în ambele medii şi liniile de câmp 


ale acestuia sunt cercuri concentrice cu centrele pe axa conductorului, 


avem M(2.22): 


B= uH, =H, 


Din relațiile de mai sus se obține: 
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B-27 = il şi B= =10 uT 
sp 


Intensitatea câmpului magnetic în acelaşi punct se poate 
calcula aplicând relația M(1.31): 


_ PR 4-10 
Ce valori au B şi H în punctul M, dacă firul de găseşte într-un 


mediu omogen, izotrop şi infinit de permeabilitate relativă w=1,05? 


1 
Deoarece B, = E. za Pui M(2.19;2.20) avem: 
dam 277 


B, = 4B = 105-100 T 


iar HI, = Bu e ai aia x8 A/m. 
Fig. 1-8 " or 2-008 | | 
Intensitatea câmpului magnetic datorat conductorilor parcurşi 
Hit d de curent continuu, într-un punct oarecare din spaţiu, este 
Dace aa 14 independentă de mediul în care se află aceştia. 
Hi +l IF 


P.M.2. Potențialul vector al inducției magnetice şi 
potențialul scalar magnetic 


h. Un fir rectiliniu şi infinit lung se găseşte în aer şi este 
parcurs de un curent de intensitate 154A. Să se calculeze inducția 
magnetică şi intensitatea câmpului magnetic produse de fir în punctul 
M, aflat la distanţa r=8 cm de axa acestuia, aplicând formula Biot- 
Savart şi apoi folosind teorema circulaţiei a lui Ampere. 


Un conductor rectiliniu, filiform, infinit de lung, Z’z, este 
situat în vid şi este parcurs de un curent având intensitatea |. 

a. Să se calculeze potențialul vector al inducției magnetice 
datorat acestui conductor parcurs de curent, aplicând formula M(.35): 


Rp. După formula Biot-Savart M(1.29), avem: 
I 47-107-4 i = j 
B _ Llo z T I =1 102 la ni A = Hol è d dl 
2ar  2-m-0,08 4r RA r 


sa e alai ace dia 0 RIAT a f = ad E 
Plecând de la teorema lui Ampere M(1.30), care permit Rp. Din enunţul problemei reiese că 


calculul circulaţiei lui B de-a lungul unei linii de câmp de rază r. / 
avem: 
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In cazul de față, expresia (1) devine: 


dA =.. k =dAk 


4r r 


unde k este vectorul unitar al lui z’z (fig. 2-1). 


A 
zk 
R 
$, 
Z — 2 SN 
o + 
k? 
N 
Te N 
Z Sarain aaa 
O a M 
lı 
ZI | 
Fig. 2-1 
Deoarece d] = d(z —z,) = dz şi alegem zo=0, rezultă: 
„hal & I Sau 
dA =~ £ . PS = Ho é diin] Z+ Jz + a? l 3 


căci primitiva lui 7/ V2” +a? este In|z+Vz? +a | 
Astfel se poate scrie: 
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- Hol lim lb + [za - In- N+ SN rall- 
4r 


ml i aiit a +N 
=N [=> E ate 
4r AN? + +a- aN 


[far JN? 3 r 
N? +a? +a + N No +a” +N 
Alim, Hr yi a° +] N +a 


Ar ÎN +a =N JN? +a AN 


(AN? +a +N)? 


= +00 


— Hol tim au ME 
4r i 


A=0k. (3) 

Rezultatul divergent se datorează faptului că relaţia este 

dedusă pentru cazul când toți curenţii sunt conţinuţi într-un domeniu 
finit al spaţiului. 

b. Să se deducă expresia lui A corespunzătoare unui punct 

aflat la distanţa a de conductorul rectiliniu infinit lung, plecând de la 


şi 


formula B =rotA. 

Rp. În coordonate carteziene, deoarece liniile de câmp sunt 
cercuri aflate în plane perpendiculare pe z'z (fig. 2-2) avem: 
B, = -| B|sing şi B, = B|cosp; Bad. 


ial 
p 


Deoarece B = M(1.29) se poate scrie: 
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N N 
Da zel | ai r E E 
© 2m r 27 (al + a xy 


P iyl {2)- Hol __X 
| 2m x+y 


Fig. 2-2 


În acord cu relația B=rotA M(1.33), avem: 


și Be w ei. y | 
* Op & 27 Ay 
g A MA l a 
Oz Ox 2m x+y 
= 84, ôA, 

e p 


Ultima ecuaţie ne sugerează că A,=0 şi A,=0. Această aleger 
este justificată, dacă celelalte două ecuații rămân compatibile, aşa cum 


se petrece în cazul de față. Astfel, din relațiile (5) se obţine: 


A fy |: 
== mea I-A cd 
pp 271% +y” ôx 


Din relațiile (6) rezultă expresia căutată: 


1 2 VA 
-—In(x? + y7)+ const. = Ho ni şi 
2m 2 m fj 


A=A._k 
unde rọ este o distanță arbitrară dar fixată. 
Întrucât A, nu depinde de z, în acest caz se respectă condiția 


div A = 0 M(.53): 


(7) 


— 04, i 
div A = ++ (8) 
ôx y 
c. Să se regăsească rezultatul de la punctul (b) folosind un 


sistem de coordonate cilindrice. 


Rp. Acum avem: 


E e E A 
B=B, = şi B=0-u, +B,u, +0-k (9) 


Ținând seama de expresia lui rotA, M(1.49) în coordonate 
cilindrice rezultă: 


OA 
) M aaa IDEA pera OA. mol 
r Op 02 ? 02 ðr 2m 
OA A 
„ERE a EA 
or F r 0 


Procedând ca la punctul (b) şi admițând că Ag>AFO, se 
obtine: 

d I 
= — 20: deci avem A. PE. 
2r 7 27 


lnr + const 
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E 


I? r> T: (k yis 
sA In—k = F in“ J LJ (1) = r o singură componentă nenulă, A, căci 
27 ro 4r vA d ca un vector cu g p ;, Âz 
anaie GA 104, 3A componentele lui d! sunt (0,0,dz). Totodată, simetria cilindrică a 
. siii ai ag t, p = i o 
i tie a verified otita, 0 A O „eta ar ui r Op = Oz sM; sistemului arată că A, depinde numai de r. Deci componentele lui A 
A : Er. sunt: AA şi A:=A(1). 
d. Să se calculeze potențialul scalar magnetic vg. ştiind că M(1.33), M(1.29) 
E- —_ = = I 
Rp. În coordonate cilindrice avem: rotA=B şi |B|= Pot (14) 
e Dl Ove = + ba _ 27 _ 
aS y Tta pe a = i cunoscând sensul lui B, să calculăm vectorul A în punctul 
Deoarece M(1.42): | P(x.0,0). În acest punct avem r=x; astfel, din ecuaţiile (14), adică din 
z #4 pe D p GA. GA, 04, DA. =B 04, CA, =p 
B= u, şi B=-gradv}, A- LEB, =- B, be 
2r ? dy Ox ôz  âx x ð 
rezultă că trebuie să scriem: rămâne numai 
ll | 
Hol 1 Oa A dA. Mol = (15) 
277 r 09 dx 2m x 
în final avem: Din cele de mai sus rezultă: 
I 
Mal (2) A. =-Ho(nx-lna), (16) 
B 277 ii ý 271 
e. Să se găsească o expresie a potențialului vector A al unde constanta de integrare s-a ales de forma: Hl |na/ 27. 
inducției magnetice din jurul unui conductor rectiliniu şi infinit, Deci se mai poate scrie: 
parcurs de un curent de intensitate |, cunoscând vectorul inducție Ta Hol lite = Hol inž a7) 
magnetică D. 2 a X 27 a 


Rp. Să considerăm că directia şi sensul curentului electric 


coincid cu axa Oz a sistemului de coordonate (fig. 2-3). 
Se ştie că M(1.35) 


integrala din formula (13) este însă divergentă, după cum s-a 
arătat (pct. a.3). Aceeaşi relaţie indică faptul că se poate căuta vectorul 


Rotind câmpul în jurul axei Oz, variabila x trece în r şi astfel 
se găseşte expresia căutată: 

IA pd P 
A = mnt = Hot ni (18) 


2g F 27 a 
Constanta de integrare s-a ales astfel încât la distanța r=a de 
conductor, să avem A=0, adică la acea distanță potențialul vector se 


anulează. 


(9%) 


(I 


y 
J 
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POL A). si 
podan: r Op ĉ& 
—- OA 
vot A), = —= -== 
( e Oz ôr 
(ai). = 10074) e 
| r zi (317) 


iar componentele lui B sunt: B=0; Bo=uol/2ar şi Bz-0. 


Acum. în locul relaţiei (17) avem: 


dA. d d 
aa ag DE mer e (19) 


aceasta conduce direct la rezultatul deja obţinut (18). 

£ Un fir rectiliniu de lungime. infinită este parcurs de un 
curent continuu de intensitate 1. Să se verifice că potențialul vector al 
inducției magnetice produse de acest conductor într-un punct aflat la 


distanța r de axa lui are expresia 


Aa tel [int (20) 


unde k este vectorul unitar în direcţia firului, având sensul curentului 
şi o. este o distanță aleasă arbitrar, dar constantă, pentru ca expresia de 


iLa 
7 


după logaritm să fie adimensională. 


Rp. Verificarea se face arătând că expresia de mai sus 


e ecuaţiile M(1.49) rotd = B şi M(1.53) divA=0. 
Într-adevăr, avem: 


Ă Fig. 2-3 
În coordonate cilindrice (r,0,2), componentele rotorului au 


.. satisfac 
expresiile: ac 


— pr ză i ad N — 
tol roi Ink |= = i gradi” xk 
2r a 277 p 
das Tp a g 
mey E U he Î (21) 
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Din cele de mai sus se constată 7 ul ide l | 

iti meet U ja RI ine e ici | 

rot A| = —— (22) 2nd 27B, | 

27r | 


z j e ea F e ZA 
diva = É% di | n k a eg ni (23 
27 a 27 æ j 


r SII ESNE I E. 
Vectorul grad] În — | este coliniar cu r, adică normal la &; 
Q 


astfel se vede că într-adevăr div =Q. 


P.M.3. Fir conductor rectiliniu parcurs de curent 
continuu, în câmp magnetic exterior 


a. Un fir rectiliniu lung, practic infinit, parcurs de un curent 
continuu de intensitate I=80 A, se află într-un câmp magnetic exterio 
uniform, de inducţie Be=4 mT, perpendicular pe axa firului. Unde se 
găsesc punctele, faţă de axa firului, în care inducția magnetică 
rezultantă este nulă? 


Rp. În acord cu fig. (3-1) vom scrie: 
B,=B,j; pe axa Oz câmpul magnetic produs de firul parcurs de 
curent este M(1.29): ` 


p=He TEN Fig. 3-1 | | 
= Punctele în care inducția magnetică rezultantă este nulă, se | 
Pentru ca într-un punct (M) câmpul rezultant să fie nul, este găsesc pe o dreaptă (petala) paralelă cu axa firului şi dispusă la 
jna distanţa d-4 mm de acesta (fig. 3-2). 
B=-B j Pe dreapta simetrică celei găsite mai sus, față de axa 
conductorului, inducția magnetică este egală cu 2B.. 


Din relatiile de mai sus rezultă: 
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a a Ea ate 
B, =B i= k şi B, =By2. 
~p ` 


Fig. 3-2 

b. Firul descris mai sus, parcurs de un curent cu intensitatea 

1=40 A, este dispus de-a lungul axei Oy şi se găseşte într-un câmp. 

magnetic uniform de inducţie Bo=8 uT, care are sensul axei Ox. Ce 

valoare are inducția magnetică rezultantă în diverse puncte din spaţiu, 

cum ar fi: M,(x=0, y=0, z=-1), M(x=1, y=0, z=0) sau Ma(x=0, y=0, 
z=-1). Distanţele sunt exprimate în metri. 


Rp. Rezultatele se obțin compunând câmpul B, cu cel produs. 
de firul parcurs de curent [M(1.29)], B = 41 /2ar (fig. 3-3). Liniile 


de câmp se găsesc în plane paralele cu xOz. 
Pentru punctul M; scriem: 


Fig. 3-3 
ul 


În punctul Ms, B, =- By ) =0. 
2ar 


în cazul punctului Mo avem: 
Deoarece B şi Bo sunt egale şi de sens opus, inducția 


magnetică rezultantă este nulă. 


citi ai dez at: Saul: A Ti $ 
B, = B+ B, „unde B = rA iar B) = Bi. Astfel rezultă: 
Ji 


[02] 
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Astfel, asupra sarcinilor pozitive acționează o forţă orientată 
re extremitatea N a barei, iar asupra celor negative spre M (fig. 4-1). 


c. Un fir rectiliniu are lungimea 1=0,4 m şi este dispus paralel 
cu axa Oy a unui sistem de coordonate rectangular. El este parcurs de. 
un curent având intensitatea 1=8 A şi are sensul aceleiaşi axe. Firul se 


găseşte într-un câmp magnetic uniform de inducţie B care are. 
componentele: Bx=0,2 T; B,=-0,8 T şi B:=0,3 T. Ce forță acţionează 
asupra lungimii | a firului? 


Rp. Se ştie că M.(1:4): dF = IdixB, unde dl=dyj şi 
B=Bi+B,j+B.k. 


Din cele de mai sus rezultă: 
E = Ij xlB + 8,5 + Bio = (B, E+ ih 
Cum Bs şi B, sunt constante, prin integrare avem: 


F=1(B.1-B E} şi F=|F|= 1B} +8? 


F 


P.M.4. Fir conductor rectiliniu parcurs de curent 


continuu, care se mişcă în câmp magnetic 
Fig. 4-1 

Asupra sarcinilor ar acționa aceeaşi forță, dacă în interiorul barei ar 
actiona un câmp electric dirijat de la M la N, având intensitatea: 


E =yxB (2) 


care se comportă ca un câmp electromotor, de natură neclectrostatică, 
deoarece poate întreţine o t.e.m. la capetele barei, când aceasta se 


a. Un conductor rectiliniu (fir, bară) MN, de lungime I=1 m, 
este dispus cu axa lui perpendicular pe liniile unui câmp magnetic 
uniform de inducţie B=2 T şi se deplasează cu viteza v=8 m/s, având 


direcția perpendiculară pe axa conductorului şi pe direcţia lui B. 

Să se determine f.e.m. indusă, plecând de la 1. Legea lui 
Lorentz, sau 2. Legea lui Faraday. o 
deplasează cu viteza v ; astfel se poate scrie: 
Rp. 1°. După legea lui Lorentz M(1.3), asupra unei sarcini 


mobile q din interiorul barei, acţionează forța magnetică 


Fa = qvxB di 
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nea e bt pa aie ez 


m em 


Acumularea sarcinilor pozitive şi negative la cele dou 


extremități ale barei face să apară un câmp electrostatic E. ŞI 048 


electrostatică F, =qE,, , care au sensul de la N la M. Sarcini 


electrice se vor găsi în echilibru când F,„+F,=0 sa 


m 


Aşa cum s-a arătat în electrocinetică [1], câmpul electromoi 
determină existenţa unei t.e.m. induse care, în acord cu echivalen 
menţionată mai sus, are expresia: 


N Koa y 
e= |En d=- |En dl = -Epl =v: B, 
M M 


integrala fiind extinsă de-a lungul barei. 


Când unghiul dintre v şi B este œ +#90°, formula (4 


devine: | 

e = —vBlsin a (£ 

2°, Pentru aplicarea /egii inducției a lui Faraday M(3.1), este 

necesar să se precizeze care este fluxul magnetic tăiat de bară în 

timpul deplasării (fig. 4-2); suprafața măturată de bara în deplasare, în 
timpul t are expresia s=lvt. 

Din cele de mai sus rezultă: 


Fig. 4-2 
b. Să avem acum un sistem constituit dintr-un fir MN de 
lungime |=1 m şi un conductor rectiliniu, infinit, parcurs de un curent 


EAS ETA dp d Bi: = Bl de intensitate 1=8 A. Firul este dispus într-un plan perpendicular pe 
> Pe ȘI E d at VDH = Wide ; axa conductorului, are extremitățile la distanțele r;=2 cm şi r2=80 cm 


de fir şi se deplasează cu viteza v=8 m/s paralel cu conductorul. Care 


sau e = —vBlsina când axa barei face unghiul a cu direcţia s aS i sa 
este t.e.m. de la extremităţile firului? 


deplasare. Cu datele menţionate în problemă găsim: 
Een=16 V/m; Ecs=16 V/m; e=16 V şi u=16 V, unde u este diferența de 
potențial de la capetele barei. De ce e=u? Care este t.e.m. d 
extremitățile barei, când se schimbă lungimea, diametrul 
rezistivitatea materialului din care este constituită? 


Rp. În acest caz, firul MN sc deplasează într-un câmp 
magnetic neuniform produs de conductor, a cărui expresie este (P.M. 
l-12): B = 4l {27r , unde r este distanța de la conductor până la un 


punct din spațiu unde se evaluează B. Deci intensitatea câmpului 
magnetic variază de-a lungul firului (fig. 4-3). Pentru un element de 


aci 
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Rp. La punctul (a) s-a considerat că firul execută o mişcare de 
translatie (fig. 4-3), acum acesta execută o mişcare de rotaţie (fig. 


4.4). 


l 
lungime dr al firului, se poate scrie (4): de= Ho ydr., Astfel. t.e.m. 
= 


indusă are expresia: 


Fig. 4-3 
a k A 
thal dr l, n si Fig. 4-4 i 
e= e Li r = oz in r =1,3-10% v Ca și în cazul de la punctul (a.2), este necesar så se evalueze 
EN i i a PE idt d l’ ædt = afl dt şi fluxul 
Ce modificări se produc dacă viteza este — v ? suprafaţa măturată de fir în timpu: dt, as = gO ANE 


c. Un fir de lungime 1=0,4 m este fixat la unul din capete de 
un ax vertical şi se roteşte în aer, într-un plan orizontal cu o frecvență 
constantă f=10 s7, într-un câmp magnetic uniform, de inducţie B=1.2 
T, care are direcţia axului. Ce t.e.m. apare între extremităţile firului, în 
condiţiile descrise mai sus? 


maenetic tăiat de fir, în acelaşi timp: db = zfBL dt „Aplicând legea 
lui Faraday M(3.1), avem: 
de 


o a nfBP (5) 
dt i 
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M.2. SISTEME DE FIRE CONDUCTOARE PARALELE, 
PARCURSE DE CURENT CONTINUU 


La aceeaşi formulă se ajunge aplicând relaţia (4). Considerând 
că firul este constituit din elemente de lungime dl (fig. 4-5), se poate 
scrie: 


de = Bval 


P.M.5. Câmpul magnetic produs de două fire conductoare 
paralele parcurse de curent continuu 


a. Două fire paralele, infinit lungi, sunt parcurse de curenţii h 
şi sens. Care este expresia inducției magnetice produse de 


i |» în acela expre: u apeten 
a în punctele aflate la mij locul distanței dintre ele? 


acest sistem 


Rp. Să considerăm că cele două fire sunt dispuse într-un 


sistem de axe rectangulare, aşa cum se arată in fig. (5-1). 


Fig. 4-5 
Deoarece viteza liniară este v=o, se obține expresia t.e.m.: 


l i 
p= [Bvd ste [Baal & iBar = 7fBl” (5°) 
0 0 


Cu datele din enunţul problemei, avem e=6 V. 

Să se explice de ce t.e.m. de la extremitățile firului scade la 
jumătate (e=3 V) când axul de rotaţie trece printr-un punct aflat la 
distanţa 1/4 de la una din extremități şi este egală cu zero, când axul de 
rotaţie trece prin mijlocul firului. 


Fig. 5-1 l 
Punctul O. aflat la mijlocul distanței dintre fire, se găseşte la distanțele 
ta de primul fir şi —a de al doilea. Aplicând formula (M.1.57) şi ținând 
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c. În sistemul descris la punctul (a), conductorii, aflaţi la 


cont de sensurile câmpurilor produse de cele două fire în punctul 
=5 cm unul de altul, sunt parcurşi de curenţi de sensuri 


avem: distanţa d | uri 
pofig, ta p- Ahr contrare, având intensitățile: l==10 A. Care este inducția magnetică 
a 27a at pm (= pm k ( într-un punct M aflat într-un plan perpendicular pe cel determinat de 


conductori, la distantele: dı=4 cm de primul conductor (1) şi d=3 cm 


Să se discute rezultatul la care s-a ajuns. i 
de al doilea(2). 


b. Prin acelaşi sistem, trec doi curenţi egali şi de sensuri 
contrare, iar distanţa dintre cele două fire să fie d. Să se găsească 
expresia inducției magnelice într-un punct M aflat la distanţa x de 
primul fir. 


Rp. Cele două inducţii magnetice au acelaşi sens în punctul M 
(fig. 5-2). Folosind aceeași formulă ca la punctul a, se obţine: 


Q 


Fig. 5-3 


le distantelor se vede că triunghiul O, MO» este 


Rp. Din valori de 
B, sunt tangente la liniile de 


dreptunghic. Inducţiile magnetice B, şi 


Fig. 5.2 Da l SET PA 
A y 1 | ) câmp circulare de raze dı şi də (fig. 5-3). inducția magnetică B înM 
B = Egg . .. i ma Pi 
iii, ie a SA p d J (2) este egală cu suma vectorială a inductiilor B, şi B. 
xX =y 


Aplicând formula (M.1.57), se obține valoarea lui B: 
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i a aplica din nou formula (M.1.57) şi vom ține cont de 
-fR 2 oti i II Rp. Vom aplic i di pam 
B Bi +B; j” d? + Llo 4rd? ensurile inductiilor magnetice produse de Gel dona fire în punctul M, 
i i E aşa cum se vede în fig. (5-4). Astfel, putem scrie: F 
leri Il d il d a iB.= 
= L+ aA, = 0,8347  p-(B,+B,)cosa = Ho căci Casa n-a i pif 
2z d d, 2z dd, Si, 2 2r 7 
d. Cele două fire parcurse de curenți egali şi de sens opus, să 5 E SIRE > ETEN R 
fie dispuse într-un plan perpendicular pe planul xOy, la distanțele +d/2 Deoarece r =| z| +X, făcând calculele, se obține: 
de axa Ox (fig. 5-4). Să se găsească expresia inducției magnetice i 4 
produse de acest sistem, într-un punct M aflat la distanta x de originea =, Bld 
axelor. z(d? +4x°) 


e. Doi conductori paraleli şi infinit lungi se găsesc la distanța 
d=0,1 m unul de altul şi sunt parcurşi de curenţii având intensitățile 
| 16 A şi L=8 A. Să se găsească locul geometric al punctelor în care 
a > 7 > w pA 
inducția magnetică este nulă. 


Fig. 5-4 


[ee] 
Un 


V. Tutovan, 1. Gottlieb probleme de magnetostatică şi inducţie eleciromagnelică 


“Rp. Cei doi conductori să se afle într-un sistem de coordon = 2 u Il b 
A a 4 „Il Pot pp (5) 

rectangulare, aşa cum se arată în fig. 5-5. Când curenții au sens Ho hin(a+b)-2nţa b)|= -In e 5 
contrare, ținând seama de sensurile inducțiilor produse de cei A g i 
conductori în acelaşi punct şi aplicând formula (2), putem scrie: 

1 r4 4 

B= > 1 2.1.0 
T +t%  X 
y 


Cu datele din enunţul problemei se obține ecuaţia: 8x-1,6 
de aici avem x=0,2 m. Punctul Pe se găseşte în dreapta conductorul 
Cs, la distanţa 0,2 m de acesta. 

În cazul curenților de acelaşi sens, aceeaşi formulă duce | 


1,6 
rezultatul: x = TF =0,066 m. Punctul Mese găseşte între conductor 


t 
cort azil 
m 


la distanta x=0,066 m de (C,). 

f. Cele două fire ale sistemului descris anterior se găsesc. 
distanța 2a=20 cm unul de altul şi sunt parcurşi de curenți avân 
intensităţile egale cu I=10 A, dar de sensuri opuse. Care este flux 
câmpului magnetic produs de acest sistem prin aria dreptunghiul 
aflat în planul firelor care are fiecare latură verticală de lungime 1=20 
cm la distanţa b=5 cm de firul vecin (fig. 5-6)? 


Rp. Din figură se vede că inducția magnetică B într-un pun 
P din planul xOy are direcţia axei Oz; expresia acestuia este (2): 
— pol (| | N 
BE +=—— |k 
27 \a+x a-x 
Fluxul prin dreptunghiul de arie 2b2] este: 


Half 1 1 \ Hol | y 
dy: — = yi, Iln(a+x)-In(a 
ai 2m \a+x a—x) 27 bel! a+ x) In 


Fig. 5-6 
Cu datele din enunţul problemei se obtine ® = 1,76- 10 Wb. 
g. Două fire de lungime infinită şi paralele sunt parcurse de 
curenți având intensităţi egale cu I dar de sensuri opuse. Să se 


găsească expresia potentialului vector magnetic corespunzător unul 
punct P aflat în câmpul magnetic produs de cele două fire, care se 


găseşte la distanţele ri şi r de ele. 


=h =} 


Să E -2i ffin(a+b)-in(a-b)]-[in(a-b) -Infa +b)} = 
VA 


Rp. Potenţialul vector magnetic produs de unul dintre fire, 
parcurs de curentul având intensitatea 1, în punctul P, are expresia: 
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= l d Ax A ; 
A ==]! In— |n. Când câmpul magnetci este produs de cele două PO -f - 
277 a = Holida dz(kxi)= Hotta dz( j) (2) 
ea EP a 2ra l 2ra 
fire, expresia lui A devine: 
I B Yje 
= Po || pt loial ala : 
27 a a 
deci, avem: 
Za Bl in] a pol na 

27 andi) h 

(6) 


unde 7 este un vector unitar paralel cu firele. 
P.M.6. Forța, lucrul şi energia 


a. Două fire conductoare rectilinii şi infinit lungi sunt paralele 
şi dispuse la distanța a=] m unul de altul. Ele sunt parcurse de curenţi 
având intensităţi egale cu I=] A dar de sensuri opuse. La ce forză este 
supus un metru din fiecare fir? 


Rp. Considerăm că cele două fire sunt dispuse într-un sistem 
de coordonate rectangular, aşa cum se arată în fig. 6-1. 
Inducţia magnetică produsă de primul fir în punctul P este 
(M.1.57): 


Fig. 6-1 
Forta este repuisivă şi pe unitatea de lungime a fiecărui fir, va 


avea modulul: 


PE PE e F | 
p = FUL2 j= =2-10 Nm (2) 
2na ş 2ra 
b. Ce lucru, pe unitatea de lungime a sistemului, execută 
fortele electromagnetice, când distanța dintre fire se dublează? 


eN Fo 
B, E Ho ] (=i) (1) 
- 2 
Elementul de curent din jurul punctului P are expresia: 
dl, = I, dz(—ķ) . Forţa care se exercită asupra acestuia va fi (M.1.4) 
peent aaa = E a 
dF = Id x B, = 1,dz(-k)x LC) = 


27a 


Rp. Distanța dintre fire să fie inițial xı. După legea lui Laplace 
(M.1.8) şi formula (2°), forta care acționează asupra unității de 


lungime este: 
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p H 
27X, 


Lucrul efectuat de fortele electromagnetice pentru a modific 
distanța dintre cei doi conductori, de la x; la x2, se calculează astfel: 


X 2 Xa P : = 
Hol j2- mE i 2 20 hislar] 


T= |F. dy = 
2m SX 27 Ñ 27 


~ Xi 
c. Cum se modifică energia magnetică a sistemului în urma 
deplasării? 


Rp. Se aplică formula lui Maxwell (M.1.18). 


2 v l 
dr = ldp= I [pas = #2 [Eja 


X X 9 


şi 


2 
Mal” a 
== — 


In 
27% 

Lucrul efectuat, ca şi creşterea energiei magnetice, se produce 

pe seama energiei furnizate de generatorul care alimentează sistemul. 

l d.Două fire rectilinii de lungime 1=1 m fiecare, sunt parcurse 
de curenţii h=] A şi lh>2 A respectiv, care au acelaşi sens; distanța 
dintre fire este a=10 cm. Ce forță acționează asupra fiecărui fir? 


=1,4-107 J 8) 


Rp. Acum lungimea firelor nu mai este infinită ca la punctul a, 
ci are o anumită valoare. Ne vom referi la fig. 6-2. Intensitatea 
câmpului magnetic în punctul P(x), datorat conductorului (1), conform 
relaţiei (P.M.1.2) este 


X P 
ŞI cosa, = 
. X Fa 


astfel se obține expresia intensității câmpului: 


Fig. 6-2 
$ | X l-x 


| 


+ 


ir i f = 3 
l ma |Nx +a 


Ura] 


Î, a p ; - 
H=— (cos a, — COSA, ) (4) După legea lui Laplace, forta care acționează 
ja elementului de lungime dl, cu centrul în P, al firului (2), este: 


După cum se vede pe figură, avem: 


(5) 


asupra 
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— Sela | ps 
loll, x [a Figs Holda Wrz -2) 
212 


La o deplasare dz a firului (2) se produce lucrul: 


dx 


AR = Jadis py Hy = Aa titi 
ma |Nx +a JU-x +a 


Forţa care acționează asupra fiecărui fir are expresia: 


F= R dx + a SEIE (6 x iii 2m Yz j 
Ana PE +a? E +a? ] | | 


Pentru calculul primei integrale punem x” + a” = y, de unde 


1 
dx = — dy, 

2 taaa 

Acum putem scrie: (1) 

Pra? | Pt 
J= fy 2 = NV +a’ -a a 

Pentru a doua integrală, punem: (/—x)" +a” =y, de unde PER AREA Na DIR RR 

a e OLP şi se obţine: (2) b 
i 


j'p Ia 
harg j 2 dy =l +a” -a 


Astfel, expresia (6) devine: 


p = Holda Ip șa: =a)=36:109 N (7) 

2ra 
e. Care este expresia lucrului produs de forțele 
electromagnetice, când se îndepărtează firul (2) faţă de firul (1) — care 
rămâne fix -, cele două fire fiind menținute mereu paralele? 


Fig. 6-3 
Dacă deplasarea firului (2) este în final egală cu b, lucrul 
efectuat este: 


z- Ah | ti [i pib “ae (8) 


Rp. Să considerăm că firul (2) se găsește la o distanţă az faţă 
de firul (1) (fig. 6-3). După cum am văzut mai sus, asupra firului (2) 
acționează forta (7): 


Apoi se efectuează integrala: 
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[72 la a A Ea 
Ja | | mde= f E a, Să se determine inducția magnetică B într-un punct O, aflat la 
Vz i ME de distante egale de cei trei conductori. 


punând [+z=u — 2zdz=2udu. 


În continuare, scriem: Rp. Să determinăm inducția magnetică în punctul O. În toate 


punctele dreptei care trece prin punctul O şi este paralelă cu cele trei 


fire, inducţiile magnetice sunt paralele cu inducția rezultantă B, şi au 


_ (u =i + aceeași valoare (M.1.57). 
tă j- +P udu | y? -R an | it- -p ma Să notăm punctele de intersecţie ale firelor cu planul figurii, 
i 2] I | 1 cu literele îi, b şi b (ca şi intensităţile curenților). Distanţele: Ilys 
Hat E E Li SLA 7) Í- =l -j = OI, şi OI, sunt egale cu 2/3 din distanţa LR, care satisface 
1 E: zmei A af ff relaţia: 
aia tag LL i d In zei - 
u+l 2 TER 
În final se obține: 
bule | Jr NI? T i 
T= 0 p h sinò A p -z pn (9) 
m | P +z +l 
sau, 
hd \ 
q nr a (e +z2-z2) |”? +l-Inz mg á inf +a? +] Ao 


27 
(9) 


P.M.7. Sisteme constituite din trei sau patru fire paralele 
care sunt parcurse de curenţi continui 


n 


a. Trei fire rectilinii, foarte lungi, 1, 2 şi 3 sunt paralele între 
ele şi dispuse vertical. Ele trec prin vârfurile MNP ale unui triungh 
echilateral, de latură d=16 cm, dispus orizontal. Curenţii care le tra 
versează au intensităţi egale cu I=8 A şi sensurile indicate în fig. (7-1) 
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sensurile lor sunt arătate în fig. 7-2. Firul (1) se găseşte în inducția 
magnetică rezultantă B, = B, + B, . În acord cu notațiile de pe figura 
D p 
5 2.2, putem scrie expresia modulului lui B: 
2 2 = Sga = 
le See E ip] Hol J3 i 

(LR) d Pia Epa pf (2) 

2ad md 2 


Forța electromagnetică ce acționează asupra unităţii de 
lungime a firului (1) este (M.1.8): 


zig] Ip] Hol uoIN3 R 
Bells al Bla í 5 AE EN E 
==; O 2ed F= BI l= El =104:10° N. 


Sensurile vectorilor B, , Ba şi B, sunt arătate în fig. 7-1, în 


acord cu regulile cunoscute. 


GA Dig 


Deoarece unghiurile între vectorii B, şi B, ca şi între 


vectorii B, şi B, sunt de 60°, inducția magnetică rezultantă în 
punctul O va avea valoarea: 


B, =|B, +B, + B,| = Bcos60 + Bcos60” + B=2B: 


adică avem: 


B = 087.102 T (1) 


r 


B Iha I3 
zd 


Sensul lui B, este acelaşi cu sensul lui B, . 

b. În sistemu! descris la punctul (a), cei trei curenți care 
parcurg firele au intensitățile b=l=]1=12 A şi h=8 A și toți sunt 
îndreptati spre foaie (fig. 7-2). Să se determine forța la care este 


supusă unitatea de lungime a firului (1), datorită sistemului descris. 


s Fig. 7-2 
c.Trei fire rectilinii A, B, C, de lungime practic infinită, sunt paralele 
între ele şi în acelaşi plan. Firele sunt parcurse de curenţi continui de 


Rp. Este necesar, mai întâi, să cunoaştem inducțiile magnetice 
produse de conductorii (2) şi (3) în punctele conductorului (1 


Aplicând formula (M.1.57) găsim că B, = B; = aR directiile intensități h, b şi 13, având sensurile arătate în fig. (7-3). Firele B şi C 
2nd se găsesc la distanţele b şi c de firul A. a) Să se determine intensitatea 
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2° Câmpul magnetic se anulează dacă 
I (x aXB— 3) tI xb- xy] 10) =0 
sau x2(-Î, -I +2) +xl (b+a)+I,b-Ia]-1ab=0 
Dacă I=ly+h, ecuația de gradul doi degenerează în una de 
gradul întâi ṣi avem H=0 dacă 


câmpului magnetic H într-un punct oarecare din planul xOz şi b) L 


ce distanţă de firul A se găsesc punctele în care H =Q; să se studiez 
cazurile particulare când 1° h=lı+h şi pu | =b=l. 

e 

Rp. 1° Folosind formula (M.1.8) şi ținând cont de sensuril 


câmpurilor magnetice în punctul respectiv, avem: lab 


"9 Bee Iul =] 


(4) 


X 


n 4 | 3 ao E 
in cazul când mai avem şi lı=l, rezultă x = ——; iar dacă 
-a 


H = [Z Pg ai (3). 


b=2a se obține x =2a/3. f 
Dacă lı=h=l;, ecuația de gradul doi devine: -x +2bx-ab=0 şi 


atunci x=b+4b(b—a). 

d.Patru fire rectilinii, infinit lungi, sunt paralele între ele şi 
trec prin vârfurile unui pătrat de latură a=16 cm, perpendicular pe 
suprafața acestuia. Firele sunt parcurse de curenți având intensități 
egale cu I=12 A şi au sensurile indicate în fig. (7-4). Să se determine 
- inducția magnetică produsă de acest sistem în centrul pătratului. 


Fig. 7-3 


Vectorul H are direcţia şi sensul axei Oy dacă H > 0 şi ar 
sens opus lui Oy dacă H < 0; el nu depinde de coordonata z. 


ij 
| 
| 
| 
| 
i 
| 
il 
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Rp. Conductorii parcurşi de curenţii | şi I produc în. 
inducții magnetice de acelaşi sens. După formula (M.1.8), suma 


este: M.3. SISTEME DE CONDUCTORI PLANI 


Bl? DE SA P.M.8. Bandă conductoare plană de lungime infinită 
eig ) 
22 I a. O bandă plană conductoare de lungime infinită şi de lățime 
De asemenea, putem scrie: e p Inducţii b10 cm este parcursă de un curent având intensitatea 1=20 A. Să se 
ma 


determine intensitatea câmpului magnetic H, datorat acestui sistem, 
într-un punct M aflat în planul benzii la distanța a=8 cm de cea mai 
apropiată margine a acesteia. Să se discute cazul în care b —> 0 (fig. 


magnetice rezultante au direcţiile celor două diagonale. Induct 
magnetică rezultantă totală are direcţia paralelă cu două latu 
(perpendiculară pe celelalte două) şi valoarea acesteia este: 


imd 
Mi TT ( 
na 


pa 


Fig. 8-1 


Rp. Vom considera banda ca fiind formată din multe fire 
rectilinii, de lungime infinită şi de lățime dx. 
Câmpul elementar în M, datorat filamentului parcurs de 


'j , 
curentul dI = — dx = idx , care se găseşte la distanţa x de acesta, are 


valoarea (M.1.57) ran 


27b 


Valoarea lui Æ se obține scriind: 


dH sa 


i 
i 
| 
| 
H 
i 
| 
| 
| 


100 V. Tutovan, I. Gottlieb „obleme de magnetosiarică şi inducție electromagnetică 


a Mol Xe +a) 
-u gra XI +a) 


u+b 
H = i CE i Lp rd ap A/m (l 
27b y 2ab a 


a 


Când b — 0 avem: 
h—=>0 2na ; (2 


banda a devenit fir (M.1.57). 
La expresia (2) s-a ajuns făcând calculul: 
: ln(a+b)-lna .. 1 
lim "= jim 
b->0 b b0 qaq+b a 
b. O bandă rectilinie, de lungime infinită şi de lățime 2a est 
parcursă de un curent de intensitate I, uniform repartizat. Să se 


calculeze inducția magnetică B într-un punct de coordonate X, Y (fig. 
8-2). 


Rp. Considerăm banda ca fiind constituită dintr-o multitudine 
de fire alăturate. Atunci, deoarece i=1/2a şi după cum se vede din fi 


(8-3), în planul xOy vom avea: r?° =X? +(Y -yY şi 


B e AU i ES E 
r 27 P“ 
oiy 

dB, ii Hotay coso = XES 

” 2m 2a r” Fig. 8-2 
db. =0 
Din cele de mai sus rezultă: i, IX j dy | wX 1 poe =y | a | 

pol Y-y a XV al XI, | 


4ra 


ui 


Ana < X° +Y -yy 
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tl mE E -ay in? Hra] 
I i: oB, = ——lim a = 
_ Hot Pn . 0 8m a a 
4 ctg arcig i 
aa J f. -2(Y -a) 2(Y +a) 
im- : z -|= 
gr >| X +Y -ay X Yay 
Hol Y pa _—_ Hl Y 


ae 3 it 2 3 2 
dp (X Hr XHY de K ar 


arctg a FOE eee 
X X 


1 E. 5 l ml X 
Pag X) 7 A+ 


] 


c. Folosind rezultatele de la punctul b., să se găsească expresia 
lui B, în punctul P, aflat în planul benzii descrise anterior, la distanţa b 
e muchia ei cea mai apropiată. 


Rp. În acord cu fig. (8-3), deoarece acum X=0 şi Y=b+a, 
rmulele (3) şi (4) devin 
Ed Hol b’ p Hol jr b 


B, =n > și - (5) 
* 8za (b+2a) 4ra b+2a 
vN Y+ Y- 
Fig. 8-3 B = E im arctg Se — arctg — a] z 
sa AU aUu 
Dacă a — 0), trebuie să obtinem expresia lui B produs de l (6) 


conductor filiform parcurs de un curent de intensitate I. Aşa şi es 
Aplicând regula lui l’ Hospital, avem: 


Să se arate că formulele (5) şi (1) sunt identice. 
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LA 
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d. Să avem acum o bandă de lățime 2a tăiată dintr-un pl uctori rectilinii filiformi (fig. 8-4). Datorită simetriei, câmpul 


conductor infinit, care este parcursă de un curent având intensitatea ultant H va avea direcţia lui MN perpendiculară pe Ox şi pe axa 


_ Ai á A i 
Să se determine câmpul H într-un punct M aflat pe perpendiculara le i astfel avem 


axa benzii şi în planul xOz (fig. 8-4). Distanţa de la axă până le 
punctul M, să fie b. Să se discute cazul punctului aflat la infinit. 


+u 1 A 2 +a 
H= dH cosa = f er E ae f AR 
DAE p p 4ra y” +b 


Dacă a — 0, avem: 


EEE a sil E T 
a 27a 23 2b «> -p b 


Utilizând notaţiile de pe fig (8-4) avem: aretg e =a şi 
) 


— tga şi se va scrie: 


E : Î 
lim = —. 
27b «>» tga  2ab 
Banda se va comporta ca un fir conductor rectiliniu, parcurs 


deun curent de intensitate I. 
e. O bandă infinită cu fețele plane şi paralele, este 


confecționată dintr-un material cu permeabilitate relativă 44, = 400. 
Ea se găseşte într-un câmp uniform de inducţie magnetică 


— B. =4-107 T, perpendiculară pe feţele benzii. 


arie e 


1° Care sunt valorile intensității câmpului magnetic H, şi a 


inducției magnetice B, în interiorul benzii? 


Fig. 8-4 


Rp. a)lnducția magnetică exterioară fiind perpendiculară pe 


Rp. Ca şi în cazul punctului a se divide banda în filamente d planul benzii. avem (M.2.22): 
lăţime dx, infinit lungi şi:paralele cu axa, care se comportă ca niște 
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B: =B 43027 
Utilizând formulele M(2.20), obtinem: 


b, 
H, =—— =80 A/m 
Hok, 
2° Care este valoarea intensității de magnetizare? 


Rp. Dacă plecăm de la relația M(2.8), vom scrie: 

B,- H; B, 1 > 

B, = m (H, +); = Ri o 2 (0) 348-102 A 
Ho Ho H, : 


P.M.9. Plan conductor parcurs de curent continuu 


a.Un plan conductor infinit este parcurs de un curent 
densitatea liniară i , el fiind acelaşi în toate punctele planului. Să 


pam 


determine câmpul H , într-un punct M aflat la distanta a de acest pla 


Rp. Să considerăm că planul este divizat în benzi de lăţime d 
care sunt parcurse de curenţii dI fiecare. În fig. (9-1) planul es 
perpendicular pe foaie, iar curenții dl circulă spre cititor. O ban 
aflată la distanţa x de punctul O, - care este piciorul perpendicular 
din punctul M la planul conductor -, se va comporta ca un conduc 
rectiliniu, filiform şi infinit şi va produce în punctul M câmp 


elementar dH , care este perpendicular pe planul determinat d 


curentul dI și segmentul MP. Sensul lui dH este determinat de sensu 
curentului. 

Dacă lățimea benzii este dx, - grosimea ei fiind neglijabilă 
densitatea curentului care o parcurge este i=dl/dx. 


Componentele câmpului elementar dH au expresiile 
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i idx 
dH a E ma şi dH , =-—— cost (1) 
* 27p 2np 
P 
dI 


Fig. 9-1 
Din fig. (9-1) rezultă 
a 
pma x=cotg 8 şi dx =———d0 
sin sin“ 8 
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dH, = ; - do sin? sin 8 tant este paralel cu planul conductor, perpendicular pe direcţia 
20 sin s torului i şi are modulul: | 
| i sin 8 H =il2.; (3 
şi dH, =—|———d0 cos. . f ) 
27 | sin?’ 0 a totodată, avem: | 
Astfel, se obţine B = ti /2 (4) 
: „10 i 
i 
dH, = d şi H, =--— 0| = (= ma b.Un plan conductor infinit, parcurs de un curent uniform 
„25 se le dp 2 distribuit, de densitate i, se găseşte într-un câmp magnetic uniform 


— 


B> În consecinţă, de o parte a planului inducția magnetică este B, şi 
de cealaltă Bə, aşa cum se arată în fig. (9-2a,b,c). Să se precizeze care 


căci unghiul 9 variază de la 9>n când dl se găseşte la -co până la 
când di(P) se găseşte la +co. 
Totodată, avem: 


| i cos640 i A este sensul lui i şi ce forță electromagnetică acționează asupra 
sg ai 27 sing i p a(in jane ) unității de suprafaţă a planului, în fiecare caz. 
ŞI 
i 0 i a 
H =-— |d(ln]|sin8 |) =— i|d(ln]|sin8 |) = -> a s 3 
„= a [alsia D =; [anis 0) e g JE 


j E> 


= lim | d(n sin) = —lim[insinçr - e) - Insine 
- 2yr e 


sin € 


DEN În = limlnl=0 
27: sine] 272% 


(s-a folosit şi relația sin (7-s)>sine). 
Integrala pe care am evaluat-o nu are sens matematic c 


integrală improprie, decât, precum am calculat-o noi, ca “par 4 i : 
principală” a respectivei integrale. 
Acest rezultat putea fi prevăzut. Adică, o bandă din 
simetrică faţă de dreapta OM, ce corespunde punctului P> de pe aa dă 
a ig. 9- 


(9-1), produce un câmp elementar dH , a cărui componentă vert 
Rp. În fig. (9-2), valoarea inducției magnetice este 


este egală cu cea a lui dH , dar are sens opus. Astfel se compens 
reprezentată prin densitatea liniilor de câmp. În fig. (9- -3), această 


toate componentele verticale ale câmpurilor elementare dH . Că 
aloare se reprezintă prin lungimea vectorilor (B, B.. B, sau B, ). 
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În acord cu regulile cunoscute, F are sensul de la stânga spre 


reapia. =, f 
În cazul al doilea (fig. 9-4), sensul lui i rămânând acelaşi ca 


mai înainte, trebuie ca Bo < B . Astfel, avem: 


=y 


Fig. 9-3 

În primul caz, presupunând că ieste perpendicular  ş 
îndreptat spre foaie (fig. 9-3), planul produce câmpuri egale şi d 
sensuri contrare de cele două părţi ale lui, în acord cu rezultatele de | 
punctul (a). Dacă câmpul exterior este B, > B şi are sensul ca cel d 


pe figură, de o parte a planului vom avea B, = B+ B, şi de cealalt 


B, =B,-B. Ambele câmpuri, 5, şi B, au acelaşi sens, d 
Fig. 9-4 
B =B+By; B =B-B, şi 


valorile lor diferă. 
Deoarece (4) B = pigi/2 şi F = Bi rezultă: 
F=Bi+B,i=(B, +B,)i=4BB/ Ly (5 
În acest caz, expresia F=iB reprezintă forța ce se exercită asupr 
suprafeţei s=al=1, deoarece I=ia, iar F=IIB=ialB şi F/al=iB. S- 
considerat o porțiune de bandă plană, de lăţime a şi de lungime |. 
Expresia de mai sus a lui F se poate pune sub forma: 


ji > a») 1 3 Siy pe 
Fo (Ba +BY -(B, -B} }=— (B? -B3) (6 


Ho 2[io 


l 2 p2 
F =B - B,)i = 288! Ho Erh - B; ) 


o 
În cazul al treilea, B} este perpendicular la plan şi are sensul 

de la stânga spre dreapta (fig. 9-5). 

Acum avem: 

F = Bu xi =(B+B)xi +(-B+8B,)xi =2B,xi 
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b3 


şi |F =2B,i=2B,B/ ih = = Fag) 
| u 


0 


B t 5 
= L 
l i Bo 
| | 
| | 
| | 
t- 
Bo B 
Fig. 9-5 


Expresia lui F rămâne aceeaşi, căci forța depinde numai de 
şi de i; conductorul plan nu e supus unei forte, datorită propriul 


câmp (B). 
c. Două suprafeţe plane, conductoare, infinite şi paralele, s 


parcurse de curenţi cu densităţile liniare i aceleaşi în toate punct 
fiecărui plan. Să se determine modulul şi sensul inducției magnetic 


B produse de acest sistem, în orice punct din spaţiu. 


Fig. 9-6 


Rp. Inducţia magnetică produsă de un singur plan, în punct 
După cum se vede din fig. (9-6), în punctele dintre cele două 


aflate de o parte şi de alta a acestuia, are modulul 
i 
B = Ho f 
2 


iar direcția şi sensul lui B sunt determinate de direcţia şi sensul lui 


ane, P şi P’, inducția magnetică rezultantă este nulă (B, =0). În 


eriorul planelor, în fiecare punct, avem: 


p gE 


= i 
2 Ho 


RR Ri UER 
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B, are direcția paralelă cu planele, având sensuri opuse de o parti 


de cealaltă a sistemului. 
Observaţie: Dacă vectorii i sunt paraleli în cele două pl; 
conductoare, dar au sensuri opuse, atunci 


B, = pi și B,=0, 
P.M.10. Placă plană parcursă de curent continuu 


a. O placă conductoare de grosime 2d şi cu celelalte d 
dimensiuni considerate ca fiind infinite. este parcursă de un cu 
uniform distribuit de densitate i care este paralelă cu feţele plă 
Planul interior paralel cu feţele plăcii, aflat la distanțele d de ace 
(planul mediu), coincide cu planul yOz (fig. 10-1). Să se determ 


vectorul H într-un punct M aflat în exteriorul sau în interiorul pl 
la distanţa x de planul yOz. Permeabilitatea magnetică este egală c 


în orice punct. 


Rp. Se divide placa în straturi subțiri plane, paralele cu fe 
plăcii, de grosime dx; acestea sunt parcurse de curenţii di 


(i || Oy) (fig. 10-2): Stratul de grosime dx aflat în planul mediu, ca 
celelalte straturi, va produce în punctul Me, exterior plăcii, câmp 
(P.M.9.3) 
] 
e E i i 
dH => idx H=> | =7 2d =id (2) 
Toate straturile vor determina în punctul Me un c 


magnetic de intensitate inducție magnetică 


B= mid (3) 


„ Când curentul are sensul lui Oy, H în punctul M, este paralel 
laca şi are sensul lui —Oz. | 

În cazul punctului M,, interior plăcii, straturile de sub el 
duc un câmp magnetic de un sens, iar cele de deasupra lui produc 
câmp de sens contrar. Ținând seama de aceasta, avem: 
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Ro. În condiţiile precizate de enunţul problemei, în interiorul | 
torului avem (M. 2.22): B=Bo=0,4 T. | 
Totodată, avem (M.2.19): | 


4 

= NE -= 0,32-10* A/m | 
Lo 4, T410 -107 Ă 
Din relaţia (M.2.20) rezultă: 


E. ME- P F T = 31,5:10* A/m. ] 
Ho Ho Hok, Ho H, | 
c. O placă lungă, conductoare, din material nemagnetic, se 
iform cu viteza v=5.10 „mis, într-un câmp magnetic | 


= nou, H şi H = 


— : E lasează uni 
form de inducție B=0,2 T. Vectorul v este paralel cu latura lungă a | 


ii; vectorul B este perpendicular pe v şi ambii vectori sunt, l 
aşi timp, paraleli cu fetele plăcii. Care este densitatea ele a 
„cinilor electrice ce apar pe fețele plăcii? 


Fie 10-2 


AM )=3 Jæ- je = T [e+d)- (d-x)] 


şi H(M,)=ix, i LAN 

b. O placă conductoare din material feromagnetic 
permeabilitatea relativă constantă „=100, are fețele paralele pla 
infinite. Ea se găseşte într-un câmp magnetic uniform, de ind 
magnetică B=0,4 T; liniile de câmp sunt cinci pe fi 


plăcii. Care sunt valorile lui B. H şi Jin într-un punct din inter 


| 
plăcii? Fig. 10-3 l 
l 
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Din cele de mai sus, se obține: 


A IE T nH/m (d) 
T a 

În probleme asemănătoare, să se dea atentie la elementul de 
rafată dS, sau la suprafața S, care intervine. 
= b. Doi conductori rectilinii foarte lungi, subțiri şi paraleli, 
ti în acelaşi plan, au formele de fir şi de bandă cu lăţimea b. 
tanța de la fir până ia marginea cea mai apropiată a benzii este a 
_ 11-2). Conductorii sunt parcurşi de curenţi egali şi de acelaşi 
s; curentul prin bandă este uniform repartizat. Care este forța 
jectromagnetică ce acţionează asupra unităţii de lungime de 


uctor? 


Rp. Datorită forței Lorentz (M.1.1), care apare în condiţ 
date şi acţionează asupra fiecărui electron, F =e(vx B), acesta 
deplasează în sensul vectorului (vx B ), aşa cum se arată în fig. ( 
3). În acelaşi timp, deoarece. pe fața opusă apar sarcini poziti 


fiecare electron este supus unei forțe electrice f>eE, unde E € 
câmpul electrostatic dintre cele două feţe. La echilibru, cele două fi 


sunt egale şi astfel avem: 
e(vx B)=eE şi E=vxB 
Cunoscând relaţia (P.E.53) E=o /£, se poate scrie: 


O = E9vB = 8,85: 107 Cm. 


P.M.11. Două benzi conductoare 


a. Două benzi conductoare de lăţime a=10 cm, se află un 
alta la distanța d=1 mm << a (fig. 11-1). Să se calculeze induct 
proprie a unui metru de linie (=1 m). l 


j 
7 


Rp. Dacă d << a, se po: 
admite că inducția magi 
tică produsă, într-un p 
din spaţiu, de către un 
infinit parcurs de un e 
electric de densitate sup 
ficială i (P.M.9-4), € 


e 


l=1 


H 


x 


l=1 B = u, >. Fluxul mă 


2 nu a uta are expresia: 
4 =2Bd = mdi =. 


= u dI la, căci 


fa netic prin suprafaţa S 
d ä i 


Fig. 11-1 i=ila. Fig. 11-2 Fig. 11-3 
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e] 
t O 


Rp. Considerând că banda este constituită din fire alăturat 


firul parcurs de curentul l are expresia M(1.81). 
JE = Holidl, | 
27x 


conductor are expresia: 


F z Holida $ 
27b 


je PARE pét? 
Š 27b a 


a 


neglijabilă şi de lățime b; respectiv bz având lungimile pr 
infinite; ele se găsesc în acelaşi plan la o distanță constantă a un 
alta. Să se calculeze forța de atracţie pe unitatea de lungime a benz 
dacă ele sunt parcurse de curenții l respectiv lo. 


Rp. Să plasăm cele două benzi în planul xOy; curenţii să 
sensul lui Oy (fig. 11-4). Densităţile de curent în cele două benzi 
E | 
= => S] = 
Ji b, ŞI Ja b, 


Să divizăm benzile în fire; acestea sunt parcurse de curen 


I ' 
dl, = jud, = dx, şi dh, = Jade => ia. 
b, b, 
Forţa de interacţiune pe unitatea de lungime, dintre dou 
paralele trecând prin punctele x. şi X2, este: 
udl,dl, _ Holl, dxdx, 
2r(x, =x) 27bb, XX, 
Pentru a găsi expresia forței de interacțiune dintre cele 
benzi trebuie calculată integrala: 


dF = 
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Fig. Li-4 
by u+h +b, ul T | 


do qa mm 4 
! | " 2abb Xa i 


ntinuare, avem: 
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A dx h, 
|-—— = — Ina -xo = —ln(x, —b,)+ lnx, 
e Ai 
b 
ji Į a +h +b 
şi F = Po flin Xa -In(x, -bı ku. 
27b b; a 
$ 


Deoarece | udu = u |n u —u , rezultă: 


F =. ia În x, =X, - (x -b, ln(x, -b)+ (x, -b, Ji 


PAg 


sE (a + b +b, )in(a +b, +b,)- (a+b, +b,)- 
27b,b, 


— (a+b, )ln(a + b, )+ (a +b, )]-[(a + b, )inta +b) — 
-(a+b,)-alna+a} 
Deci, putem scrie: 


F = Mia (at + b,)in(a+b, +b,)-(a+b,)In(a +b;) 


4O Da 


-(a+b,)In(a+b,)+alna} 


Dacă b, =b, =b, vom avea: 


2 


Dacă prima bandă se reduce la un fir, atunci by—0 şi for 


(6) devine 


Fi y 
T = Eo? (a4 2b)in(a +25) -2a +b) In(a+b)+alna} 
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(a+b, +b, )lnla +b, +b,)- (a+b Jina +b, )- 


Hole țin Pi 
Zby A> - (a+b, )In(a+b,)+alna 
b, 
Pa jiro tn(a + 8, +8.) +1 
27b, b —>0 = 
d 2b i 


2 
Când şi a doua bandă se reduce la un fir, atunci şi b0; deci 


iniia Fry a a, 


h, —>0 h0 2m b0 b, 


A —Î— N 
2m h> a+b, 2ra 


Să se compare formulele (7) şi (8) cu rezultatele obţinute 


ENSEN 


tzara 
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; ade po este permeabilitatea vidului; rezultatul este acelaşi ca în cazul 
M.4. CONDUCTOR CILINDRIC PARCURS ; conductor filiform (curent liniar) rectiliniu şi infinit (P.M.1-11). 


DE CURENT CONTINUU 


Când un conductor rectiliniu, mărginit de o supra 
cilindrică, intervine în rezolvarea unei probleme prin diametru 
masa lui, acesta se numeşte: conductor cilindric, bară sau 
cilindrică. 

De barele a căror secțiune dreaptă (M.1) nu este circulară 
ne vom ocupa. 


P.M.12. Inducţia magnetică produsă de o bară cilindri 
parcursă de curent continuu 


a. Un conductor cilindric, rectiliniu şi infinit, de rază 
secţiunii drepte, este parcurs de un curent având intensitatea I, unifor 
repartizat pe suprafaţa secțiunii drepte. 


Să se arate cum variază B , cu distanţa d de la axa cilindrul sa E 

Rp. Conductorul nefiind filiform, nu se poate folosi formula Bi : 
Savart M(1.29), iar aplicarea legii Biot-Savart-Laplace M(1.36) e 
dificilă. 
Datorită simetriei de revoluție a câmpului magnetic, se p 

aplica, mai simplu, teorema lui Ampère (a circulaţiei) M(1.32). 
Când curentul are direcţia z'7, liniile de câmp sunt cer 
concentrice, cu centrele pe axa de simetrie, aflate în p 
perpendiculare pe axă; sensul lor este precizat de regula burghi 


(fig. 12-la). În consecință, B în punctul M. (de exemplu) se găse 
într-un plan perpendicular pe z’z şi este tangent la linia de câm 


rază d. Modulul lui B, - dacă M se găseşte în exteriorul conducto 
(Ma) =, se poate calcula scriind M(1.30): 


că I 
Bd =B, -27d = pl şi B, gs dd 
ka 


Zaal Fig. 12-1 
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Când punctul M(M)) se găseşte în interiorul conductorul 
distanța d de axa acestuia, conturul circular Ti cuprinde un curent 


intensitate lı=i.S, unde densitatea de curent i = / / ‘aR?’ iar S, = 


este suprafața cercului de rază d. In cele din urmă, avem: 
2 


Rp. Deoarece i=f IaR?, aplicând teorema lui Ampère, se 


ÎBdi = B, -23d = 4 =| 1, 
te scrie 
şi B = H d _p d Bar = uni, E R, 
i R R CR g y 


unde u este permeabilitatea magnetică a materialului din care es oarece B este perpendiculară pe planul determinat de i şi Fr, se 


constituit conductorul, iar Bg este modulul inducției magnetice înt 
punct aflat pe suprafața acestuia. 
Astfel, curba B=f(d) are forma aceleia care se vede în fig. 


La ix y i xF când r2 R 
= i = nd r> 
2° y E g y 


2). 
Totodată, pentru r < R, avem: 


a a 
B=- mi xF 
z% 


c. Conductorul descris la punctul (a) este constituit dintr-un 
aterial Jeromăgnelic având permeabilitatea relativă _u>1000, 
siderată constantă în întregul fir şi este parcurs de un curent 
ntinuu cu intensitatea de 1=6 A. Dacă raza firului este R=4 mm, care 


te modulul lui B în punctele M şi N aflate la distanţele rı=3 mm şi 
=5 mm respectiv față de axa conductorului? 


Rp. Aplicând formula (1), se obţine: 
By = 24-10 T 


Aplicând formula (2), în care po se înlocuieşte cu pi => Hoi,» 


2.21), avem: 

Pa =0225 |. 
d. Conductorul descris la punctul (a), din cupru, să fie parcurs 
un curent cu intensitatea 1=8 A. Să se calculeze fluxul magnetic pe 


i 
d 
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4z lna; ptazb>0 
4rlnb;ptbza>0 


metrul de lungime, prin una din jumătățile suprafeței secțiunii ax 


acestuia (fig. 12-3). fina’ —2ab cos +b°)d0 
F 


Rp. Să alegem axa cilindrului ca axă Oz, iar curentul să aibă 


lui k& . Figura (12-4) arată secțiunea ortogonală a conductorului. 
atea de curent are expresia: 


Fig. 12-3 


Rp. În fiecare punct al suprafeței, modulul inducției mag 


este (2): 
N. a 
r i 2aR R 
În acord cu definitia fluxului magnetic, M(1.13) avem: Fig. 12-4 
R R ] 
za P.S = p = Hol pr = -e F | 3 
g= [B-dS= [B-d = [oa r-dr =p 1/47 =08 uWb = pă G) 
a e ca Să considerăm că acest conductor este parcurs de fire de 


Fluxul magnetic nu depinde de raza R. 
e.Un conductor cilindric infinit lung a cărui supra 
secţiunii drepte S are raza R, este parcurs de un curent cu intens 
uniform repartizat pe această suprafață. Să se calculeze potení 


de intensitate j; astfel, elementul de suprafață dS va fi parcurs 
entul jdS. Acestui curent îi va corespunde în punctul P 


alul vector A(0,0, A.): 


vector A al inducției magnetice datorate acestui conductor în 
punct oarecare din spaţiu, fiind dată următoarea integrală defini 


UD 
— 
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TE E A i În TE 2 
ne = + || fina? — 2abcos0+b" io |pdp 
dLO 


Uo 
unde u este o constantă, celelalte componente ale lui Æ fiin 


Siege În cazul primei integrale din acoladă avem, de asemenea, 
Deoarece în coordonate cilindrice avem dS = pdpd0 , putem s 


deci b > a; dar în cazul celei de a doua integrale avem d < p şi 
< a. În consecinţă, vom scrie: 


E fod fiain b)odp + [iron a) pdo! = 


Il 


Dar u? = p° +d’ ~2pdcos8 şi m = an 7 astfel exp j p (7) 
9 i > In— + | Iin 
(5) devine: aai i o per] i o pe 
F loj t Tl n2t d” -2 pd cos tolod a integrală o vom efectua prin părți: 
ka A n Et 2] a 
Folosind notațiile: eae a şi — =b , se obține: Uoj < 2 t do od 2 
. u u 
RR (27 l i r n d R aR Enl Rd za 
A. s-i [ina —2abcos8 + b° H0 pdp Al w]? 2 2 als A 
m olo y 2 2 2 
Pentru un punct exterior conductorului, avem d > p, i = Hoj TR In R R-d 
b > a; astfel rezultă: m 29 2R? 
R 2 2 m 
/ à In final, se obţine: 
A. = E= [4z(inb)pdp =Æ =f] ni E arii ái J R R? d? 
Ei Mo 4 E n a (7) 


i 2 
3 hl a 27 Ui 2R* 
şi A PE a mă E 
2m Uş 
EEEE E E zii n a P.M.13. Diferența de potential, energia şi inductanța 
Pentru un punct interior conductorului, vom serie: i A 


$ d| 2a a 
_ Hoj f f ( 2 2) 
de = 4r Ința” —2abcos +b Mo odp + a. Un conductor cilindric, din cupru, de lungime mare şi de 
i a ; 6 mm, este parcurs de un curent având intensitatea 1=40 A. 


se diferenta de potențial electric între axa şi suprafata 


w3 
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i=n e v şi i=/aR?, 
este numărul electronilor de conducţie pe unitatea de volum, 
de mai sus devine: 

; Hol poli Hol 1l a Hol 
ni 4r  4mæn 4r en nR? 4r Ren` 
reprezintă sarcina electronului. 
Din datele problemei rezultă că V, %0,1 nV. 
b. Să se găsească expresia energiei magnetice, pe unitatea de 
e. înmagazinată într-un conductor cilindric foarte lung, de rază 
nteriorul căruia densitatea de curent / este uniform distribuită în 


oul volum. 


conductorului? Se ştie că concentraţia electronilor de conductib 
A . 23 -3 
în cazul cuprului este n=0,9.10 cm”. 


Rp. Diferenţa de potenţial apare datorită efectului 
expresia câmpului electromotor Hall este M(1.10): 
l E(r)>v.B(0), 
în care v este viteza purtătorilor de sarcină, iar B(r) este indu 
magnetică în punctul M în care se găseşte particula (fig. 13-1). 


Deoarece (P.M.12-2) B(r) = ulr /27R” , avem MU 10) 


Rp. Se pleacă de la relaţia dintre intensitatea curentului 1, care 
i . A e) 

urge conductorul şi densitate de curent i=]/nR*. 

Intensitatea curentului care trece printr-un cilindru coaxial de 


r (fig. 13-2) este: 
5 

2, po 
fe 1 E y (2) 
Intensitatea câmpului magnetic şi inducția magnetică într-un 
ict aflat la distanța r de axa cilindrului sunt (P.M.12-2): 

t Í i 

Ee =ř şi B= = (3) 
2a  2aR° 2aR* 
După formula M(1.103), expresia densității de energie 
jetică este: 


e: 
= pp = i | 
2 2 Arh 


„Din cele de mai sus rezultă: 


(4) 


"hai : W, = [wdv= [ardr |do jä 
V, = [Ea = H ARA II ARI 
aR 2 


Știind expresiile densității de curent, 
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„dri 2aR?, unde R este raza conductorului. Aplicând apoi 
ula M(1.89), se obține: 


| ra i = pee Ă 
PE Pa TOI ETE a 1 papat 
i 2 47R 4m R’? 


! ni +2 -pârdăda = 


p A fee [ao je A a R' Cl se Hol 
T 4 m Rt 4 8 


Dacă l=1, avem: Li=0,05 uH/m. 


P.M.14. Conductor cilindric parcurs de curent continuu, 
at în câmp magnetic exterior 


a. Un conductor cilindric (bară), bc, de lungime 1=25 cm şi de 
utate P=0.1 N este suspendat orizontal, cu ajutorul a două fire 
tiri de alimentare, într-un câmp magnetic exterior uniform, de 
ucție magnetică B=0,5 T, care are direcția orizontală şi este 
pendiculară pe conductor. Fiecare fir de suspensie se rupe sub 
iunea unei tensiuni mai mari de To=0,08 N. Ce intensitate trebuie să 
ibă curentul care parcurge conductorul, pentru ca unul din firele de 
pensie să se rupă? (fig. 14-1). 


Rp. Dacă B are sensul spre cititor, curentul electric trebuie să 
4 sensul indicat pe figură, pentru ca forța Laplace M(1.4) să fie 
tă în jos şi să tracţioneze firele de suspensie. 

Deoarece în formula F = Bl/sina, avem 0=90, forța 
romagnelică la care este supus conductorul are expresia: P=BIl. 
electromagnetice, F’, care acționează asupra laturilor O'b şi 
t egale şi de sens opus; ele nu au nici un efect asupra poziției 
ului. 

Greutatea conductorului este: P=m.g. Când conductorul se 
e în echilibru, este satisfăcută ecuaţia: 2T-P-F=0, unde T este 
ea din fiecare fir de suspensie. Pentru ca unul din fire să se 
rebuie ca T > T), adică: 


Fig. 13-2 i 

Când I are o anumită valoare dar R creşte, atunci i scade, 
densitatea de energie magnetică, însă energia magnetică totală răm 
constantă. 


e Să se calculeze inductanța proprie Li a unei porțiuni 
lungime |, dintr-un conductor cilindric de lungime infinită, - păr 
de un curent uniform distribuit în întregul volum -, care este asoc 
numai fluxului magnetic din interiorul conductor ului: 


Rp. Într-un punct din interiorul conductorului, la distanța 
axa acestuia, inducția magnetică are expresia (P.M 
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Feiti și fa ut pasa 
2 BI 


Fig. 14-1 
b. Care este unghiul de înclinație al firelor de suspensie 


verticala, dacă B are direcție verticală, iar conductorul cilindric e 4 | 
parcurs de un curent având intensitatea 1=0,8 A? Greutatea firelor este. | 
neglijabilă. 


Rp. În fond, avem de a face cu un pendul scos din poziţi 
echilibru, deoarece asupra conductorului acționează for 
electromagnetică, F=Bil, care are direcție orizontală, 
gravitațională P şi tensiunea T de întindere a celor două fire 
suspensie (fig. 14-2a). i 

La echilibru, suma proiecţiilor forțelor după direcţi 
orizontală şi verticală, trebuie să fie nulă (fig. 14-2b): i 
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F-Tsina=0 şi Tcosa-P=0 
Din cele de mai sus rezultă: 


F BNI 
teq = —=—- 7x] şi g x45° 
g PP ŞI 


rent electric cu intensitatea 1=6 A, planul lui face unghiul 


"cu planul vertical ce trece prin ax. Care este valoarea lui B, 
nsitatea materialului din care este confecționat cadrul are 
| t nanas p=8500 kg/m’? 

c.Sistemul descris la punctul (b) este constituit dintr. 

metalică a cărei greutate pe unitatea de lungime este K=0, 
Laturile Ọ°b şi Oc au lungimi egale cu r=12 cm, iar por 
orizontală bc are lungimea 1=8 cm. Întregu! cadru se poate roti în 
unui ax orizontal, 0'O. Intensitatea curentului care parcurge îni 


conductor este I=1 A, iar inducția magnetică B este perpendie 
pe latura bc şi se află în planul vertical al cadrului. Care este val 


lui B, dacă, în poziţia de echilibru, laturile O°b şi Oc se încli 
unghiul a=45° față de verticală? 


Rp. Asupra sistemului acționează greutățile laturilor 
Oc, Gi=G»>kr, greutatea laturii bc, G=kl şi forța electromag 
M(1.8) F=BII (fig. 14-3). 

La echilibru, relaţia între momentele forţelor este: 


GE 
Fr cosa = Gr sina +2G, zang 


Din cele de mai sus rezultă: Fig. 14-3 


P=(G+G)rga şi 
PRE A au POPE A 
II JI 


La ce forte electromagnetice sunt supuse laturile O°b şi O 


Rp. Momentu! forțelor de natură mecanică ce acționează 


a ; ; 
1+- tea =0,25T rasistemului are expresia: 
7 ; 


( l ; 
T ea (2mg 2 + mgl sin p ? 


ce? a POEET i 
>. mglsin este momentul greutății laturii orizontale, iar 

d. Un conductor cilindric cu aria secțiunii drepte $ 
este îndoit sub formă de trei laturi ale unui pătrat şi este suspeni 
extremitățile de un suport astfel că se poate roti în jurul un 
orizontal. Întregu! sistem se găseşte într-un câmp magnetic unifoi 


ud sing este momentul forțelor datorat celorlalte două laturi. 


După legea lui Laplace (M.1.8), momentul fortei 
magnetice esie: 


inducție B, care are direcția verticală. Când conductorul este W = IIB sin ali cos p). 
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unde sina =1. l 
Din condiția de echilibru al sistemului, rezultă: 


T=T' sau BH’ coso = 2mgl singo 
2mgigp _ 2psg 
HO I 


e. Conductorul cilindric descris la punctul (a) este liber, 
parcurs de un curent cu intensitatea I=4 A şi se deplasează paral 


A A i . 0 pată 
el însuşi, într-un plan ce formează un unghi œ =30 cu liniil 
inducție magnetică. Ce lucru s-a cheltuit, dacă deplasa 
conductorului este d=40 cm? 


Din datele problemei rezultă: M=6,25 N.m. 


şi Bs tgp =16 mT 


Rp. În acord cu legea lui Maxwell M(1.18), avem: 
t = I(B) = IBS sin a = IBdl sina, 
şi 7 =4-0,5-0,25.0,40.//2=0,1 J 
f. Ce lucru se cheltuieşte, dacă conductorul se deplasează p 


suprafaţă cilindrică, cu axa normală la vectorul B , revenind la pozi 
iniţială, restul datelor rămânând aceleaşi ca la punctul (e)? 


Fig. 14-4 
h.Dacă conductorul execută o rotaţie completă în jurul axului, 
diţiile rămânând aceleaşi ca la punctul (g), să se calculeze lucrul 


ectuat. 


Rp. 7=0. 

g. Conductorul clindric descris mai sus, se poate roti în ju 
unui ax normal la conductor care trece prin una din extremităţile | 
La ce momenl al forței, faţă de axa de rotaţie, este suspus conductori Rp. Se aplică formula M(1.18): 

7 = Ig(B) = IBS = IBal” =0,39 3. 
i. Cadrul arătat în fig. 14-3 este costituit dintr-o bară bc de 
ime / şi de masă m, care este suspendată cu două fire rigide de 
ime d şi greutate neglijabilă. El se poate roti în jurul axului 0'O şi 
parcurs de un curent cu intensitatea |, un timp 7 foarte scurt. Care 
unghiul maxim de înclinaţie, Omax, a cadrului în timpul t? 


Rp. Forţa care acţionează asupra elementului dx de conduc 
(fig. 14-4) are expresia M(1.4): 
dF = 1-dx- B 
Se poate deci scrie: 
dM =-dF = IBydx, 
unde x este bratul forţei dF. 
Astfel, momentul rezultant se obține efectuând integrala: 


i 2 
M = IB [xd = ZL ( 
: 2 


Rp. Sub acţiunea impulsului forţei electromagnetice M(1.8) 
bl, bara se va deplasa cu viteza 

vaagt = {Bitim (4) 
e a este acceleraţia mişcării. 
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Aplicând legea conservării energiei, avem: 


e = mgd (1 — COS A way) 


Dar 


PY. a a. 
(l-cos&)= sin? cos = -| cos? Ž sin? Ž 


Astfel, expresia (5) ia forma: 
2 á 
my” z 
Faa mgd - 2sin” a 


max ? 


de unde rezultă că sina. = PE. a 
max Ă 
2] gd 


In acord cu formula (4), avem: 


IBlt 
2m] gd 


Q max 


= arcsin 


j. Să avem acum un conductor cilindric de rază R, car 
străbătut de-a lungul lui, de un fux magnetic ce variază cu ` 
dB/dt. Să se determine modulul câmpului electric într-un punct a 


distanța r de axa acestuia. 


Rp. Fluxul câmpului magnetic prin suprafața secțiunii dri 
barei, când r<R este M(1.15) ¢, = Bar’. Din expresia 


gs JE- dl şi legea lui Faraday M(3.1), avem: e = f mie E 


Din cele de mai sus rezultă: 


dý 


e TIR- E E E A 
Pa sul 


şi 
1 dB 


gat as SF 


Le gE 
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d dB 
E 2ar = A aR? 
2sin i dt dt 
= 1R dB să 
2 r di 


Pentru punctele aflate pe suprafața barei, rezultatul se obține 
nd r=R, în formulele (8) şi (9); 
E, = £ R La (10) 
l 2: at 

Dacă avem dB/dt>=0,16 T/s, r=4 cm, R=8 cm şi r=12 cm, se 
A 
32-107” V/m; E, =64-10” Vingi E, = 4,25-10° V/m. 

k. Un sistem este constituit dintr-o bară cilindrică de lungime 
m şi de rezistență R=2 Q. Aceasta este dispusă perpendicular pe 
iă şine paralele de rezistență neglijabilă. Circuitul astfel format este 
ctat la un generator de c.c. a cărui t.e.m. este Ey=20 V, rezistența 
nterioară fiind r=0,2 Q. Întregul circuit este dispus într-un plan 
nta! şi este străbătut de un câmp magnetic uniform de inducție 
4 T, ale cărui linii de câmp sunt perpendiculare pe planul 
iitului. Care este intensitatea I a curentului prin circuit, când bara 
plasează cu viteza constantă v=16 m/s îndepărtându-se de 
rator (fig. 14-5). Ce intensitate lọ va avea curentul care parcurge 
itul când bara se opreşte? 


Rp. În timpul deplasării barei, în circuit acţionează t.e.m. Eo şi 
„indusă, Eina, care se opune lui Eo şi care are valoarea Eimg™BIv. 
Când bara se deplasează, ea este parcursă de curentul cu 
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ja Eo -E m X E p.M.15. Sisteme de două bare paralele 
R+r R+r 


„Două bare rectilinii, lungi, (1) şi (2) se găsesc într-un plan 
unul (2) deasupra esbat (1) şi sunt paralele între ele. Bara 
într-un plan orizontal este imobilă şi parcursă de un curent 
nsitate 11780 A. A doua bară, mai subţire decât prima, este 
á. se află la distanţa d de prima bară şi parcursă de un curent cu 
itatea L=60 A; ea are greutatea G=0,05 N/m. Să se determine 
area lui d care corespunde echilibrului barei (2). 


urde fie By =E 


ind * 


La oprire avem Ey =0 şi E= Ey, iar prin circ 


circula curentul 


Rp. Greutatea este diri- 
jată de sus în jos. Pen- 
tru ca ea să fie compen- 
sată, este necesar ca for- 
ta de natură electromag- 
netică F să fie egală cu 
Í G şi de sens opus; deci 
(2) 2 cei doi curenţi trebuie 
să aibă sensuri opuse 
d (fig. 15-1). În consecin- 
tă, trebuie îndeplinită 
(1) | Ia condiţia: 


F 
T +G=0 (1) 
Aplicând formula (P.M. 


6.2') se obține: 


Fig. 15-1 
Holida _ 4r: 10” -80. 60 192 
= = 19,2 mm (2) 
2a(FID 27 -0,05 
Observație: Firul mobil trebuic să aibă diametrul mult mai 
cât distanţa d, pentru a admite că el se găseşte într-un câmp 
etic uniform. 
b.Două bare (benzi) rectilinii de lungime infinită, sunt 
„având secțiunea dreaptă un dreptunghi de laturi a şi b; latura 


Fig. 14-5 
Cu datele din enunţul problemei, se obține: I= 6,18 


ly=9 A, 


| 
1 
i 
| 
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a se presupune a avea O valoare atât de mică, încât fiecare 
(bandă) se poate considera că este constituită din fire parale 
lungime infinită şi de suprafaţă a secțiunii drepte a x a, dispuse 
lângă altul. Barele (1) şi (2) sunt dispuse paralel şi faţă în față ază 
distanță c, una de alta, mult mai mare decât a (c>>a) şi sunt p rie, F,=0; totodată şi F;=0, căci xB | B fiind inductia 
de curenții continui de intensități Ii şi l. Să se deducă expresia pitt a A l l e 

care se exercită asupra unităţii de lungime a fiecărei bare (fig. 15- pca produsă de conductorul (1), nu are componentă pe direcția 

az iar (kx Bi), =B. 


Astfel avem: 


I a P 
În cazul de față, Z => Fi şi dl —>1-k , deoarece forța se 


pe unitatea de lungime a conductorului. Din considerente 


F, = [ar = [Z CB, ) G) 


ponenta By a inducției produse de bara (banda) (1), în locul unde 
eşte bara (2) se calculează aşa după cum s-a procedat în cadrul 

lemei (P.M.8-4). 

Deci se poate scrie: 

b 


I; Hl b= 

p se E dA | arctg 977 arctg È dy, (4) 
b 27b ; g c 

în cazul de față x=c. 

Efectuăam acum integrările prin părţi. Mai întâi facem o 

stituție şi găsim că 


h hic 
| arctg És dy =€ farctgtat, 
0 c 0 


(y/c)=t şi dy=cdt. Vom considera că arcigt =u Şi 


dv, în formula integrării prin părti. 
Deci avem: 


3 y ( i, bic t 
farcig= dy aei Ee -dt> = 
Fă 3 

9 


9 


Fig. 15-2 


(5) 


Rp. Se aplică legea lui Laplace (M.1.4): 


i Ape =g PE ET e 
dF = Idix B. A | 


se procedează şi cu a doua integrală: 
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b 0 hic 


b-y d 
[arce — dy = -c farctgudu =Æ farcigudu i Hll [Inx- In(d — J d-a _ Holl [inta ză ja ae 
0 c bic 0 27 e EA 
unde TE eu şi dy = —cdu , rezultatul fiind acelaşi ca mai în (d - a)] = Hol mé’ 
Cc a 
Din relaţiile de mai sus se obţine: = 
l ti il bic [= Hol pil (8) 
f _ Boll: ool arctgt — Linte) = d f 
om | 2 i 
e 
= —Holula Ra -cln 1+— 
DADS , ĝ g“ 


Semnul — se referă la sensul forței care acționează as 
uneia sau alteia dintre bare. 

c. Două bare rectilinii, infinit lungi şi cu diametrul 2a, 
dispuse paralel una față de cealaltă. Barele sunt parcurse de cu 
având intensitățile egale cu I dar de sensuri opuse. Care 
inductanța proprie a unei porțiuni de lungime / a acestui sistem, 
fluxul magnetic prin bare este neglijabil? 


Rp. Inductanţa proprie L se poate determina dacă se cuni 
fluxul magnetic prin suprafaţa mărginită de porțiunile de bar 
lungimile |, aplicând formula (M.1.88). În acord cu definiţia flu 
(M.1.16) şi referindu-ne la fig. (15- E, avem: 


g= ȚB-as= jo ja [mol mol 


ge" 2z(d-x) 
Cei doi termeni din paranteză reprezintă inducţiile magni 
produse de cei doi conductori într-un punct M din inte 


suprafeţei. Se vede că cele două inducţii magnetice se adună, 
ambele au sensul spre foaie. 
În continuare, putem scrie: 


Fig. 15-3 
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masă m, car 
rază R. Capătul O al barei este prins rigid de un ax perpendicular 
planul inelului. Bara se roteşte cu viteza unghiulară œ, într-un câr 
magnetic de inducție B care are aceeaşi direcție ca şi axul (fig. 16. 


Care este expresia t.e.m. 


P.M.16. Axul de rotație perpendicular pe axa barei 


a. Un sistem este constituit dintr-o bară conductoare OA. 
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Rp. Asupra barei acţionează, la un moment dat, o forţă de 
electromagnetică Fem=BIR M(1.4) şi o forţă de natură mecanică 


g sin a = mg sin! . La echilibru, cele două forțe satisfac 


M.5. BARE CILINDRICE ÎN ROTAȚIE 


BIR = mg sin o! (1) 
Datorită rotației, în bară apare o t.e.m. de inducţie e. 
Fluxul magnetic tăiat de bară în timpul dt este: 


dp = Bds = E BR. Rda = 5 BR odt, 


e se sprijină cu extremitatea A pe un inel conductor 


E a generatorului ce trebuie conectat între e se obține: 


şi inel, pentru ca bara să se rotească cu o viteză unghiulară constant _ dp _ 1 j 
c? Frecarea şi inductanța proprie a circuitului sunt neglijabile, e ai d ai (2) 
rezistanța acestuia este r. Intensitatea curentului care parcurge circuitul este: 
p Ete _E-BR'o/2 _2E-Bk'o (3) 
r F 2r 
Din relațiile (1) şi (3) rezultă: 
p "gsinot _ 2E-BR*o (4) 
BR 2r 
B’? Ro +2rmg sin ot 
E 2BR e) 


b. O bară de metal, cilindrică, omogenă, de lungime MN=I, se 
roti, într-un plan vertical, în jurul punctului O situat între 
mităţile M şi N la distanța d=1/4 de punctul M, cu viteza 
ră œ. Bara se găsește într-un câmp magnetic uniform de 


B , perpendicular pe planul de rotaţie al acesteia (fig. 16-2). 


Md QB N 
Îi 
i x idx | 


| 


Fig. 16-1 
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0 ex z z e : A Me: e A 
1° Să se găsească expresia t.e.m. induse între extremități Momentele forţelor gravitaționale care acţionează asupra 
bare. a 
3 . | FON 
m bratele fortelor sunt b, = —/ şi b, =—1, în acord cu 
Rp. Vom calcula mai întâi care este t.e.m. de ce apar 8 8 
capetele unui element de lungime dx al barei, aflat la distanţa x « 


punctul O. Acest element se va deplasa cu viteza tangenţială (liniar 


mecanicii -, vor avea expresiile (fig. 16-3): 
a a ` 
J 2 9 
i i s M, =m>lg>l =<] g 
v=0x, perpendiculară la inducția magnetică B. In acord cu formu 4 8 32 
cunoscută (M.3.1) şi ţinând cont de semnele tensiunilor e.m. care ap: 
între punctele NO şi MO, putem seric: de = Bvdx = Bøxdx şi 


T ! 


â 4 
e= fBoxdx = [Boxdx gi Bol 
0 0 4 


la 
M, =m—l g 
2 32 g 


(se aplică regula mâinii drepte). 


2° Ce intensitate trebuie să aibă curentul, care, circulând, prir 
porțiunea ON a barei, va face ca aceasta să se rotească cu vite 
unghiulară œ? 


Rp. În cazul descris la punctul (1), sistemul funcționa c 
generator. În acest caz, sistemul va funcționa ca motor. Asupra 
sistemului acționează forțe mecanice şi electromagnetice. Considerând 
că masa unităţii de lungime a barei este m, greutatea unei porțiuni |” a 
barei va fi G=m!'g, iar forţa de natură electromagnetică ce acționează 
asupra aceleiaşi porţiuni de bară este (M.1.4): F=BIP. 


a 


: : E. 
Pentru porţiunea (1) ON a barei, care are /'= ră , greutat 


3 i Au 
are expresia: G, = mE iar pentru porțiunile (2) OM, vom av 


1 


s i A i 
G, = n lg, căci lungimea acesteia este "= FI A 


Fig. 16-3 
Deci asupra barei va acţiona momentul forțelor mecanice: 
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icea lui de metal se roteşte cu f=3200 rotații pe minut. Care 
enţele de potenţial de la capetele aripilor şi de la capetele 
la momentul t=0, când bara este în poziție orizontală. D acă componenta verticală a inducției magnetice terestre este 
momentul t, bara face unghiul œ = cf cu direcţia iniţială, ex T? 
momentului mecanic devine 


M; =M,-M, =i mg, 


Rp. La extremitățile aripilor 
apare d.d.p. 

E, > BLV =16-10° V. 
În ceea ce privește elicea, a- 
ceasta s-ar comporta la fel ca 
aripile, dacă s-ar menține în 
poziție orizontală (avionul î- 
3m naintând cu altă elice). 

Datorită rotației, care are loc 
în plan vertical, nu apare o 
Fig. 16-4 t.e.m. în elice, dar porțiunea 
elicei care taie liniile câmp 


F a 
M; = iii 


Momentul fortelor Bee DO gt e are expresia: 
9 
M = BI — în dep 
8 32 
Pentru ca mişcarea a rotaţie să fie uniformă, cu v 
unghiulară constantă, trebuie ca 
Me =M; 


Deci avem: 
] 9 
~ml’ g cos ot = — BIl”; 
4 32 
de aici rezultă: ; ; ; 
ne lcosa, unde œ&=æ@l este unghiul pe care-l face axa 
cei cu orizontala, iar = 27f este viteza unghiulară (fig. 16-4). 
d u=90%, elicea nu taie liniile de câmp. Deci tensiunea de la 


petele elicei are expresia: 
E, = Byl cosa = Bvl cosæt = Byl cos 271 


¿Din datele problemei rezultă: 
E, = 0,012cos12071 V. 


În locul avionului să presupunem că avem un elicopter a cărui 
are lungimea l=2 m şi se menţine în acelaşi loc. Componenta 
icală a inducției magnetice terestre este B,=4. 10° T. Ce tensiune 
e între extremităţile elicei, sau între o extremitate a acesteia şi 
de rotaţie, dacă elicea execută v=3200 rotații pe minut? 
rpretaţi rezultatele obţinute (vezi şi punctele anterioare). 


P.M.17. Conductor cilindric ce se rotește în jurul axei 


"me 


3 
Rezi oea cos æt 


3° Ce t.e.m. E trebuie să aibă un generator, pentru a men 
mişcarea de rotație a barei cu viteza unghiulară œ, dacă circuitul 
care face parte şi porțiunea ON are rezistența totală R? 


Rp. Se poate scrie: E —e'= RI sau E =e'+R] , unde e’ 
t.e.m. de la extremitățile porțiunii NO a barei. Ținând seama 
relațiile scrise mai sus, se obține: 


> 87 
32 poli Re PE cos ae 
8 9 B 


c.Un avion are anvergura L=4 m, iar lungimea elicei | es 
3 m. El zboară de-a lungul meridianului magnetic cu viteza v=4 
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În cazul acestor sisteme se va ţine cont de natura mate 


din care este constituit cilindrul, - conductor sau izolator, de s fH, deals 
electrizare, de polarizare, de mişcare şi de câmpul magnetic. 5 
Dacă cilindrul este conductor şi electrizat, rotația cond RI o, 0w 
apariția unui câmp magnetic. Când cilindrul este izolant şi pol |, rezultă că Hal şi deci H, = a (1) 


rotația are acelaşi efect de apariţie a unui câmp magnetic, ca 
înainte. 


Relaţia (1) este valabilă, oriunde s-ar găsi latura interioară a 
3 ERE i F ji D; deci câmpul în interiorul conductorului i 
Invers, dacă conductorul cilindric se găseşte într-un j i osle atita și 

cu axă acestuia. 


magnetic, rotația duce la apariția de sarcini electrice. 


a. Conductor cilindric electrizat în rotaţie 

Un conductor cilindric lung, de rază R, este electrizat asti 
sarcina ce revine unității de lungime a acestuia este Q. Conductor 
roteşte în jurul propriei lui axe, Cu O viteză unghiulară constantă 
se determine 1° intensitatea câmpului magnetic într-un punct i 
conductorului, 2° diferenţa de potențial între două puncte, unul a 
axă şi celălalt pe suprafața conductorului şi 3° energia magneti 
revine unităţii de lungime a acestuia. 


Rp. 1° Prin rotire, sarcinile se comportă ca un c 
p 


© Sa ta 
care circulă pe suprafața unităţii de | 


intensitate ÎI = = = 
T 2a 


a cilindrului. 


Aplicând teorema lui Ampère M(130) la 
dreptunghiular Iı, plasat într-un plan vertical ce cuprin => p 
cilindrului, de latură orizontală 2r > 2R şi de latură verticală eg; E 
unitatea (fig. 17-1), se obține: | 
JH,dl = lua = 1-1 =0; i 
Tı | | 
L A {= 1 


în exteriorul conductorului, câmpul magnetic este nui: 
Aplicând aceeaşi teoremă conturului T2, avem: 
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acest fel apare câmpul electromotor M(1.10) € = vx B; adică 
& 
HQ -OR 
27 


În aceste condiţii, apare şi un câmp electrostatic Æ egal şi di 


=- 


vxB 


E= 


contrar cu £ „Astfel, relația M(1.10) permite să se scrie: 
pa ar RE e i 
2m ş 27 
3° Acum se aplică formula energiei înmagazinate în 
magnetic M(1.102): 
= 0 (Hay h š 
Ban [Rd = i [H rdrdoaz. 


m 


În continuare vom serie: 


y | rj 2a i 
==" frar [ap faz 
2 0 0 0 


m 


i p -PL aa ZA. 
" Z Ag 2 87 


b. Conductor cilindric ce se roteşte în câmp magnetic 

Un conductor cilindric lung, din material nemagnetic, d 
R=10 cm, se roteşte uniform în jurul axei proprii cu viteza ungl 
œ=80 rad/s. Conductorul este dispus într-un câmp magnetic u 
de inducție B=0,05 T, a cărui direcție este paralelă cu axa acest 
se determine: 1° densitatea superficială o a sarcinilor electric 
apar pe suprafața laterală a conductorului ṣi 2° densitatea volu i 
sarcină p. 


Rp. Este necesar, în primul rând, să se găsească e) 
intensității câmpului electric produs de sistem (fig. 17-2). 


>= 


Fig. 17-2 


Asupra sarcinilor libere din 


rentz M(1.1), F, = q(vx B) sau: 
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conductor acționează. forța 
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z5 SR 


= = gltr x D) x B] = -g(o-Byr, 


Din cele de mai sus se obține: 


p= divD = edivE = =—2£,0@B = -70 pC/mi. 


c. Izolant cilindric, polarizat, în rotație 
Un cilindru lung, din dielectric, de rază R, este polariza! 


căci v= øØXxF 
Fomula (5) permite să se scrie: 


F, wi şi z= x): B =-øBlxi+ yj] 
futem presupune că, datorită rotației, a apărut un 
electric 2chivalent având, la echilibru, modulul: 
e€ = Br 
care ste un câmp electromotor de natură neelectrică. 
Prin acumularea sarcinilor Q pe suprafața conducto 


| că vectorul polarizare P are expresia P = kr , în toate punctele 


nde k este o constantă iar r este raza vectoare dusă de la axa 
drului şi perpendicular pe ea. Dacă cilindrul se roteşte cu viteza 
iulară œ în jurul axei lui, care este intensitatea câmpului magnetic 
steriorul acestuia? 


- 


Rp. Deoarece r =x dep], avem; 
P= ki y- j) 
După cum se ştie, E(3.10), densitatea volumică a sarcinilor 


apre un câmp electrostatic exterior E, ; în interiorul acestuia, câi 


esctrostatic este nul (E, = 0). După teorema lui Gauss, câmpul | 
e unitatea de lungime a conductorului -, satisface egalitatea: 


1E = ` ici rezultă: ; y i 
dit Ey = 0! ap; e aie en ate are expresia p, = —divP ; astfel se poate scrie; 


=- aP, Pesi i 
divP = —>=k+k=2k şi p, =-2k, 
k dy 
Acum se poate scrie expresia densității de curent 


pw=-2kor şi a intensității curentului care parcurge stratul 


2me,R  2aE&R  & 
în care o este densitatea sarcinilor superficiale, apărute în 
rotației. Astfel, avem: 
& . 
e=orB =— şi O = e ORB 
Ep 
Ci datele din enunţul problemei se obţine: o = 35 


indric de grosime perp 


= fiar = -2ko par = ta -r)=koţr?—R2) (10) 
Cm. 


Can este semnul sarcinilor superficiale, dacă o şi B 
paraleli? Se wplică regula mâinii stângi. 


în acord cu cele de mai sus, rezultă că, dacă r=0, atunci 
F a v 
-koR?, iar dacă r= R, atunci H=0. La o distanţă r însă, avem: 


H =kølr? -R°), 10° 
2° Aom trebuie să-l calculăm pe p = divD, unde . or ), (10) 


vectorul induție electrică. Pentru aceasta, scriem: 


E, 
SE, - = -0B — oB = -20B, 


=). 


Se ştie, de asemenea, că densitatea superficială a sarcinilor 
e are expresia E(3.9): o, = P = KR . Intensitatea curentului inelar 


VE = sa 
Ox parcurge suprafaţa cilindrului de lungime egală cu unitatea, este 


deoarece, ! echilibru, £ =E. 
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6. CONDUCTOR LICHID RECTILINIU 
PARCURS DE CURENT CONTINUU 


l'=ov=kR-@R=køR. Acest curent produce în 


cilindrului câmpul magnetic de intensitate H'= I'= koR?. 
Deci, intensitatea câmpului magnetic total într-un g 
aflat în interiorul cilindrului este: 


H, =H +H'=kolr’ —R)+ kor’. 


18. Conductor lichid, rectiliniu, parcurs de c.c., aflat 
gnetic exterior 


Pompa electromagnetică este constituită dintr-un tub, de 
reptunghiulară, - de exemplu -, cu lăţimea a și înălțimea h, 
găseşte un conductor lichid (metal lichid, sânge etc.); după 
turii a se aplică un câmp magnetic, uniform, transversal, 
e inducţie B , iar după direcţia h se face să treacă un curent 
sal, de mare intensitate I prin regiunea aflată în câmp (fig. 18- 
éste presiunea suplimentară ce acționează asupra lichidului, 
0,2 T, I=80 A şi a=2 cm? 


íF 


Fig. 18-1 
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Rp. Câmpul electromotor între armături şi tensiunea la bornele 
resiile M(1. 10); 

E= vxB şi V=vBd. 
Deoarece rezistența conductorului lichid este pd/S şi 


R+ pd | S) , se poate scrie: 


Rp. Forța elementară Laplace care acționează asupra 
element conductor de volum dv, în care densitatea de curent es 
are expresia: dF =(Î x B)dv=iSdlx B = Idhx B, 


1 =iS =i- a-l. Cum direcția lui I este normală la direcția | 
avem: F=IhB. 


Presiunea aa deci: PRP = Rv’ d’ B? 
= = Des 800 Pa. (R+ pd/S) 
îi 3 Condiția (dP/dR)=0 permite cunoaşterea rezistenței 


b.Un generator magnetohidrodinamic (MHD) este cons 
în principiu, dintr-un condensator plan ale cărui armături au supra 
S fiecare, distanța dintre ele fiind d. Un lichid conducto 


-pd/S_ care corespunde puterii disipate maxime (Pmax). 
sia acesteia este: 


max 


Pak =v°B’Sd/4p. 


rezistivitate p, curge cu viteza v, paralelă cu planul armătu 

Asupra coloanei de lichid acționează un câmp magnetic uniform. 

inducţie B, care este paralelă cu suprafața armăturilor PLIP. Contacior. SORUNA Wis PANEN AA amm 
i : ca p sibi 3 uu, sub actiunea propriului câmp magnetic 

perpendiculară pe direcţia lui v. La armăturile condensatorului ' l iti a 

conectează un rezistor de rezistenţă R. Ce putere disipă rezistorul? 


valoare trebuie să aibă R, pentru ca puterea disipată să fie maxim. 
care este valoarea acesteia (fig. 18-2)? 


“a. O coloană cilindrică de mercur, cu diametrul de 1 cm, este 
rsă de un curent continuu având intensitatea 1=80 A. Curentul 
acţionează cu câmpul magnetic propriu (efect “pinch”). Să se 
leze presiunea într-un punct Mi, aflat pe axa coloanei şi în 
ctul M; situat la distanța x=0,2 cm de axă. 


Rp. În cazul mercurului se poate considera că p=uo (p51). 
cția magnetică la distanța r de axa conductorului are expresia 


.12-2) B, = ulr [20R?° şi este dirijată tangenţia! la linia de 


) circulară de rază r. 
Intensitatea curentului care trece printr-un cilindru elementar 


ază r şi grosime dr, este: 


I 2d 

dl = —-27ardr = —, rdr 
mR” R” 

Astfel, asupra curentului dI acționează o forță radială dirijată 

axa conductorului. Această forță se transmite particulelor 


Fig. 18-2 


— 
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componente ale conductorului, tinzând să-şi micşoreze dian 
(efectul “pinch”). Suprafaţa cilindrului elementar de lungime un 
este S=2ar-l, (>=); forța Laplace care acţionează 
dF = B,ldI , iar presiunea care se exercită asupra suprafeţei la 
a cilindrului elementar are expresia: 


7. CIRCUIT CU O PARTE FIXĂ, CARE ESTE ÎNCHIS 
U UN CONDUCTOR RECTILINIU MOBIL ȘI AFLAT 
ÎN CÂMP MAGNETIC 


Un asemenea sistem poate avea partea fixă de diverse forme şi 
uții. Întregul circuit poate fi dispus în diverse plane şi se poate 
u nu, în prezenţa unui câmp magnetic uniform sau neuniform. 
Uneori, sistemul are doi conductori cilindrici mobili. 


2 = 
S 2mr  2m°R' 
Prin integrare se obține expresia presiunii totale ca 


exercită pe suprafața cilindrului de rază r: 
2 


R 2 
„= fæ =A (R =r’) 
Pe axa cilindrului, în punctul M; (r=0), acţionează presiu 
_ Ml? _ 4107 -64-107 
Po T 4m R? 4-25-10% 
Pentru punctul M3 se obține: 


p.=6,85 N/m’. 
b. Care este expresia forței axiale totale datorată efe 


P.M.20. Sistemul are partea fixă sub forma literei U 


a. Un conductor cilindric AB (bară) mobil alunecă, fără 
re, de-a lungul unui circuit fix având forma literei u (fig. 20.1). 
ta este constituit din doi conductori rectilinii (şine) paraleli, care 
uă dintre capete conectate cu un al treilea conductor CD, care 
dintr-un aparat electric A. Distanţa dintre cele două şine este /. 
juctorul cilindric mobi! (punte) este dispus perpendicular pe cele 
“şine (braţe) şi se deplasează, paralel cu el însuşi în contact 


= 81 N/m? 


i: (pă . . A A 
poan ic cu şinele), cu viteza v, având sensul de la stânga la dreapta. 


nul se găseşte într-un câmp magnetic uniform şi constant în tim 
Rp. Presiunea laterală se transmite în lichid ca o pres = 5 p mag $ p 


axială, care determină existența unei forțe axiale. Forța elemer 
axială ce se exercită asupra ariei secțiunii transversale a unui cili 


elementar de rază r şi grosime dr, are expresia: 
2 
Ll 


dF = p dS = p 2ardr = —— (R? -r° )2ardr 
p.dS =p, PPT ) 


ducție B perpendiculară pe planul circuitului şi care are sensul 
ititor spre foaie (fig. 20-1). Se ştie că lungimea barei (distanța 
re şine) este 1=0,8 m, viteza cu care se deplasează aceasta este 
m/s, şi inducția magnetică are valoarea B=0,8 T. Se mai cunosc: 
ența barei r=0,2 Q şi rezistența aparatului Ra=1,8 Q; rezistența 
lui circuitului (şinelor) este neglijabilă. 


Expresia gs nen totale se obține scriind: a) Să se determine tem: indusă în bară, 


2 


Hol 
8m 


Hol“ 
R’r-r°)dr = 5 l . e 
r= [eee r d, Rp. Acum se arată cum se poate transpune în practică 


lema P.M.4a, care a fost rezolvată în condiţii ideale. Atât timp cât 
ul este deschis (k deschis), fenomenele se petrec la fel ca în 
precedent; partea fixă a circuitului nu intervine. Putem deci 
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energie electrică, circulă un curent I în direcția căderii de 
| de la C spre D, iar prin bară (punte) curentul curge de la B la 
ul potenţialului crescător, datorită câmpului electromotor. 

Intensitatea curentului care parcurge circuitul va avea 


e 
E. Falle n. o 
— [Eem g I R 
Fext r+ R, este rezistenţa totală a acestuia. 
(3) Iniţial, sub acțiunea forței Fe, viteza de deplasare a barei AB 
Totodată, datorită faptului că bara, parcursă de curent, se 
ează în câmpul magnetic de inducție B, asupra acesteia 
ază şi o forță de natură electromagnetică, având expresia 
) 
Fig. 20-1 Fam =B. (3) 


ta, în acord cu incinta conservării energiei, se opune forței 
reşterea vitezei are ca urmare creşterile lui e şi I şi în același 
ui Fem. Această creştere are loc până când Fen>Fex; atunci v 

e constantă. Puterea mecanică Pm cheltuită din exterior pentru a 
ge forța Fem, în acord cu expresia cunoscută a puterii şi după 
lele de mai sus este: 


P. =F,-v=IlBv=el (4) 


e = Bvl =15,36 V 


unde Bv= FE, este câmpul electromotor care se opune câi 


em 

electrostatic Ees, datorat sarcinilor electrice acumulate la capi 
barei. 

Diferența de potențial între cele două şine este U =e 


Un asemenea sistem, a cărui schemă simplificată se m 
fig. 20-1, permite conversia energiei mecanice în energie elect Cum expresia puterii plea ice totale generate este 
se numeşte generator electric. P =li (5) 
b. Care este randamentul acestei maşini electrice? că, atunci când v este constant şi frecările sunt neglijabile, 
PaP (6) 


Rp. Pentru a răspunde la această întrebare, este nece 
urmăm drumul descris mai jos. 

Prin acțiunea unei forțe exterioare sistemului Fa): 
sensul de la stânga la dreapta, asupra barei (punţii) AB, aceast 


— 


Puterea electrică absorbită în întregul circuit, care este egală 
erea electrică totală generată, are expresia: 


Pp =e] =PR=I (r +R) (7) 
După legea lui Ohm, diferenţa de potenţial V între cele două 
nd circulă curentul, este 


K =R; me Pe (8) 
Se pot distinge două cazuri limită: 


viteza v, care are acelaşi sens ca şi Few. Sensul câ 
electromotor este de la B la A. În consecinţă, extremitatea A i 
devine pol pozitiv, iar extremitatea B pol negativ. Când circuit 
închis, un observator staționar constată că prin aparatul CE 
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n. indusă în punte după ź secunde de la pornire? Inductanţa 


1° în circuit deschis, avem 10 şi deci V=e; 
a circuitului se poate neglija. 


2% în scurt circuit, avem Ra=0 şi I=e/r. 
Puterea utilă, Pa consumată de sarcină (aparat) este de 

P =VI =R} =el-l'r; 

adică P, este egală cu puterea electrică totală generată, din 
scade puterea p disipată sub formă de căldură în generator (bai 
Raportul dintre P, şi Pe reprezintă randamentul 
generator: 


Rp. La momentul £, puntea a parcurs distanţa x = Lp ; de 
x % 2 2 


em: dx = tdt . 
Datorită tăierii liniilor de câmp de către punte, fluxul 
elementar prin suprafața di = ldi; este 


n=P,/P, - B 
Din datele problemei rezultă: e=19,2 V; 1=9,6 A; ul Bds = Bldx = Py tlytdt , căci B u . În acest fel, apare în 
P =P.=184,3 W; Fex=77 N; Pu=165,9 W; p=18,4 W şin=09. e.m. 
Observaţie. Fig. 
arată diagrama c gm Mi 2 dB 1] 


ţională a unui ge 
de c.c. şi circui 
care face parte. 


Totodată, datorită variației inducției magnetice prin circuit, în 
apare t.e.m.: 


ratorul este repre e _ dh ES „dB sl 2,dB | 

printr-un cerc, iar 2 Jg Ai A I x d (12) 

e în bară (punt Tensiunea e.m. totală car în circui 

m. e apa 

eiea pe i pare în circuit la momentul t are 

având sensul cu 3 dB 

care o parcurge e=6 te, A e (13) 
t 


borna B(-) la bori 


Fig. 20-2 A}. Puntea (traversa) AB are masa m iar întregul circuit arc 


r şi inductanţa proprie neglijabilă. La momentul t=0, puntea 


Se poate spune că generatorul funcționează ca o pom 
ridică electronii de la un potențial (-) la altul mai înalt (+) 
acțiunii câmpului electrostatic E, produs de sarcinile (F. 


acumulate la cele două borne. 


b. În sistemul descris anterior, puntea nu are vitez ) dF = Bldi . Deoarece di = Bldv/ r , avem: 


dar accelerația mişcării acesteia este y. Totodată, inducția m BLA pp 

o A . a =: Y IP Yo 

variază uniform în timp cu viteza dBidt. La moment = şi F = (14) 
F r 


rta electromagnetică înmulțită cu distanța ne dă variația 


suprafața circuitului şi inducția magnetică sunt egale cu Z 
l netice a punţii: 


i zi pm E a i 
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272 A 
Amin E Blwg şi deaici d = Aa: ÎN „a momentul t=0, viteza este nulă şi C = — că | 
2 r 2B’ T BP 
Câtă căldură se degajă în punte, în timpul deplasării ace pi sua se 7 
N fe odc le aeaiia Aaa r E F 
Întreaga energie cinetică se transformă în căldură, deci a yz T (i cdi d arpa = ( e ) (20) 


e. Pe două şine conductoare și paralele, care se află într-un 
face cu orizontala unghiul a, lunecă o punte conductoare MN, 
ă m (fig. 20-4). În partea superioară şinele sunt conectate cu un 
tor de rezistenţă r, iar distanţa dintre acestea este 7. Sistemul se 


= = mv; 
q zo 


d. Sistemul descris anterior (a) se găseşte într-un 
orizontal; celelalte date rămân aceleaşi. La momentul t=0, 


începe să se deplaseze sub acțiunea unei forțe constante F. 


direcția orizontală (fig. 20-3). Cum variază viteza punţii în timi într-un câmp magnetic uniform de inducție B, care este 


ndiculară pe planul determinat de şine şi punte. Cu ce viteză 
antă se va deplasa puntea? Rezistenţele din circuit, în afară de r şi 


Rp. Aplicând formulele: dx =vdt, F'=BII, e e E cdti s 
: nta proprie a circuitului, se pot neglija. 


Biv : E cai r 
==, se poate scrie ecuația deplasării punţii: 


r Rp. 
ie d _ F- Bl Când  v=const., fortele 
di = p 3 electromagnetică Fem şi 
Avem deci de rezolvat ecuaţia diferenţială: mecanică Fmec îşi fac echili- 
d BE F bru. Deoarece t.e.m. indusă 
SA i M în circuit este (P.M.4-4) 
l d mr m e=Biv şi intensitatea 
Mai întâi scriem: curentului care îl parcurge 
dy j B ele e 
— = —kt „unde k = X este 7 == , avem; 
v y 
Inv, == + NC şi N N Bv 
Ce” Fan sa Bl sr, 
LE —— `: r 
Soluția particulară fiind Forța mecanică are expresia 
Fr i Fe = Mg sin & . La echi- 
MA, SF ï . z 
no Be? avem Fig. 20-4 libru, se poate scrie: 
Fig. 20-3 pe, > i 
iø. 20- = y = ; i rmg sin 
8 po pp me sin a şi pas Ie ae 


pef 
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Să se discute diversele cazuri particulare, în funcţie de 


P.M.21. Alte forme ale părții fixe 


a. Două şine, OM şi ON, dintre care una este orizon 
între ele unghiul a. O punte (traversă) este dispusă perpendi 
şina orizontală. La un moment dat, puntea taie cele două 
punctele A şi B. S-a format astfel un circuit sub formă de 
dreptunghic (fig. 21-1). Circuitul este străbătut de un câmp m 


2°, Ce intensitate are curentul care circulă prin circuit, dacă 


rile OM şi ON au rezistenţa neglijabilă, iar rezistența unităţii 
agime a punţii este r? 

i i i iculară pe planul acestuia. : a X 
uniform de inducție B, perpendiculară pe pi Pi Rp. Rezistența totală a punţii este 
deplasează cu viteza v, constantă, de-a lungul şinei ON, rămi R=lr = rvttga , 
paralelă cu ea însăși. 1° Să se determine t.e.m. indusă în circi 


2 
moment dat. [= By't- tga zi By 


2vttga 2 


3? Ce căldură se degajă în circuit în timpul deplasării punţii de 
la punctul C? 


Rp. Să c 6) 
mai întâi ce flux 
tic străbate supra! 
unghiului OAB. 
ta, ţinând cont de 


„5 lică fi š: =- R7? 
că OB=x=vt varia Rp. Se aplică formula cunoscută: dO=RI“di, de unde 


expresia: ' 
lee eri 2 
S=-0B-BA Q=1° |Ră. 
; 0 
i : cuindu-l pe R cu expresia lui de mai sus, scriem: 
=—Xl =X" t J 
RIT 
Q = P’ rvtga feat = 
=-vt tga n F 
R corespunde momentului t. 
b. Să se rezolve aceeaşi problemă, dacă se ține seama şi de 
entele ramurilor, care au aceeaşi rezistență pe unitatea de 
Fig. 21-1 unde me ca şi puntea. 


c. Ramurile şi puntea să formeze un triunghi isoscel având 
l la vârf egal cu 2a (fig. 21-2). Celelate date sunt aceleaşi ca la 
le anterioare. Să se găsească t.e.m. care apare în circuit şi 
tatea curentului care îl parcurge. 


| = AB = xiga = vilga , care variază de asemenea. 
Fluxul care străbate circuitul este: 
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Rp. Din expresia parabolei rezultă că x =.Jy/k. Suprafaţa 

ară haşurată este d = xdy. Se calculează apoi suprafaţa 
ă Entre o ramură a parabolei şi axa Oy. 

] 3/21) 2 N 

5, = fea- =-= ap -=< 

i Vk 1 pb” VENAL iE 


Întreaga suprafață corespunzătoare aii două ramuri ale 
ei are expresia: 


4 ri 
Ex aL (4) 
ată, putem scrie: 
d t? 
Fig. 21-2 R ” 


d. Să avem un sistem a cărui parte fixă are form Din relațiile (1) şi (2) rezultă că suprafața măturată de traversă 
parabole, y = kx? . O traversă (punte) este dispusă paralel cu a 


făcând contact cu ramurile parabolei; aceasta se deplaseaz 


accelerație constantă a, pornind din vârful parabolei cân = 3 Jr rW "a (6) 
rămânând paralelă cu ea însăşi. Întregul sistem se găseşte într-u i oa i 
ul magnetic tăiat are expresia: 
magnetic uniform de inducţie B, perpendiculară pe planul a E 
(fig. 21-3). Să se găsească expresia t.e.m. induse care apare în ġ=BS= 4Baxa 3 


6V2k 


în funcție de 
P Yy n acord cu legea lui Faraday avem: 
A 7 B „249 __4Bava » 

a a a (7) 
| Deoarece +° =2y/a, rezultă expresia căutată a t.e.m. induse: 
| e__2Bava 2y __ 4Bya __p fa 
| 2 a ak PYF ý 

i = = -Un cadru dreptunghiular conductor, ABCD, este prevăzut 


te MN, de lungime I, care se deplasează, rămânând paralelă 
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cu laturile AB şi CD, cu o viteză constantă v. Cadrul se păseş 
câmp de inducție magnetică uniformă B , perpendiculară | 
acestuia (fig. 21-4). Puntea (traversa) are rezistenţa r, latur 


DC au rezistențele rı şi rọ respectiv, iar rezistenţele 
conductori ca şi inductanța proprie a cadrului se pot neglija. 


n final se găseşte că intensitatea curentului care străbate 
expresia: 


intensitatea I a curentului ce traversează puntea, în condiţiile p Tos 28 
mai sus? nr 
ERU E 
HFB 


Rp. Dacă, inițial, puntea se găseşte la distanța x de la 
fluxul magnetic tăiat de punte în prima parte a cadrului 


; P,M.22. Sistemul se găseşte în câmp magnetic neuniform 
expresia: Ag, = Bll(x + vt) — x]. 


a. Un sistem este constituit din doi conductori rectilinii, lungi 
Jeli, uniţi la unul din capete. O punte (traversă) MN, de lungime 
zistență r, dispusă perpendicular pe cei doi conductori, se 
ază cu viteza v. În acelaşi plan cu sistemul, având direcţia 
diculară pe cei doi conductori, se dispune un fir conductor 
iu AC, parcurs de curentul de intensitate Io, care se găseşte la 
a x de punte (fig. 22-1). Care este intensitatea curentului | ce 
e circuitul în condiţiile date? Rezistenţa restului circuitului şi 
nta proprie a acestuia se neglijează. 


i Fig. 21-4 
In mod analog, fluxul tăiat de punte în a doua parte a 
(2) se poate scrie: 


Ag, = BIL — (x+ vt)] -(L- x)}, 

unde cu L s-a notat lungimea laturilor AD şi BC. 
Din cele de mai sus rezultă că Ag, = Aģ, şi că flu 
tăiat de traversă este 


Ag = AG, + Ag, =2Bht 
Aplicând legea inducției e.m. se obţine tensiunea e. 
punctele MN: 


Fig. 22-1 
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Rp. Rolul firului AC este de a produce un câmp. 


neuniform de inducţie B , perpendicular pe planul sistemului 
deplasează, puntea mătură suprafața elementară dS = idx = 
Expresia fluxului magnetic prin această suprafaţă esti 


dp = BdS = Blvdt , 


unde SR Se 


Aplicând legea lui Faraday, dacă dø = Halo lvdt , se 
27x Distanta dintre fire este I=b-a. Când puntea se deplasează cu 

const., în aceasta apare t.e.m. (P.M.4-4) e = Biv. 

Cele de mai sus permit să se scrie: 


d(BD = a, 


__Holo be si l= HololV 
27x 2nxr 
Ce rezultat se obţine dacă circuitul se deplasează, cu 


viteză, într-un câmp magnetic uniform de inducţie B , perpe 
pe planul sistemului, celelalte date rămânând acelaşi. 


Holo | da b a 


b.Două fire conductoare, rectilinii şi paralele, se află BI —— In şi 
plan orizontal și sunt închise la un capăt cu un rezistor de rezi 27 px 27 a 
O punte MN, dispusă perpendicular pe cele două fire, lunecă Lo lov b klv b 
m h e = ————— in—:; 1 = —— ln- 
v de-a lungul acestora. În acelaşi plan cu firele se găs ar indie ln 2 (3) 


urentului prin punte este de la M spre N. 
2 Ce forță F trebuie să acționeze asupra punţii, pentru ca 
să-şi menţină viteza constantă? 


conductor rectiliniu CD, care este parcurs de curentul de inter 
şi se află la distanțele a şi b>a de acestea (fig. 22-2). 

1 Să se determine intensitatea şi sensul curentului i 
parcurge puntea. În afară de r, celelalte rezistențe din circ 


neglijabile. Rp. Ştiind expresia forței şi utilizând formula (1) se obţine: 


Rp. Circuitul este străbătut de un câmp magnetic nt 5 
Pp Fellet Pale ja? (4) 
de inducţie B = A al 3z a 
TX ; 


Sistemul descris în (P.M.2l-a) să se afle într-un câmp 
neuniform, produs de un conductor infinit lung (y'y), care 
punctul O şi este paralel cu conductorul AB, fiind parcurs 
t de intensitate 1 (fig. 22-3). Să se determine t.e.m. indusă 


| z raan SERET 4 -3 
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fi folosită pentru a ilustra funcționarea motorului electric (fig. 
Se dau: distanța dintre şine AB =] =1 m, E =60 V, B=1,2 
0,1 Q iar rezistența restului circuitului se poate neglija (pentru 


en | I 
Rp. În planul xOy avem B = za ză 
27 
Fluxul care străbate suprafaţa circuitului este: 
tate). Care este viteza barei, când forța exterioară F; = 240 


ă se determine randamentul motorului. 


p= pa E fa ja Ta Ee - xtgæ - dx = Hi iga 


mg g æ +A Ro +C 
| l Eem| Ees A 
Fext > Fem p =E 
a e 
=D 
-B 
Fig. 23-1 


Rp. a) Dacă se închide circuitul şi bara este în repaus, sistemul 


Ă Pen | E ai Ap r+ Ry. În aceste condiţii, asupra barei acționează forţa 
În acord cu legea lui Farada .3-1), avem: i Sr 
8 p isi ) romagnetică FF, = BI . Deoarece bara se poate deplasa, aceasta 
La i e produce un lucru mecanic. Prin deplasarea barei în câmpul 
7 


netic de inducţie B, în aceasta apare un câmp electromotor 
= Bv care are sens opus câmpului electrostatic E, produs de 
nile acumulate la extremităţile barei AB. În consecință, bara este 
| unei t.e.m. induse, e, = B/y, care se opune trecerii curentului 


P.M.23. Circuit a cărui parte fixă conține un generato 
curent continuu 


a. Dacă în fig. 22-1 se înlocuieşte aparatul A cu o bate 
t.e.m. E, se obţine o schemă simplificată a unui sistem care p 
conversia energiei electrice în energie mecanică. Această si 


circuit datorat câmpului electrostatic; aceasta se numeşte tensiune 
a electromotoare. Acum circuitul este parcurs de un curent având 


itatea J =(£ —e)/r, având sensul lui Fu. Iniţial, viteza 
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crește; ca urmare, relațiile de mai sus arată că valorile lui 1 şi Fa 
Când forța electromagnetică F, devine egală cu forța exterioar 


em 


ia se prinde o greutate G = mg . În acest fel se ob- 


care se opune mişcării, atunci viteza şi intensitate curentului 


constante. 
Puterea mecanică dezvoltată de motor prin deplasarea sar 


este: P, = F„ v = Bliv =el , în timp ce puterea electrică furn 


em 
de baterie către bară este: P, = EZ . Puterea electrică este ega 
puterea mecanică generată la care se adaugă puterea disipată în. i 
sub formă de căldură, p=r1. 

În cele din urmă, se poate cunoaște randamentul moto 


Pi 


= i IP, : [i E 
Din relaţiile de mai sus, rezultă: 55 Mei 
Pa B 
sa Îl po A 
Bl Bi (9) 


- Cu datele mentionate anterior se obține: vy= 333. 
e, =40 V; 1=200 A; P, =12000 W; P, =8000 W; p=40 


W şi 7 =0,66. 
Se constată că se verifică relaţia: 
Pe fa +P 
Observaţie. În mod convenţional, diagrama unui motor d 


se reprezintă printr-un cerc; în mijlocul acestuia, o să 
desemnează t.c.e. motoare, care se opune trecerii curentului (fi 


~= B 
mg 


Fig. 23-3 
=~ Ca şi mai înainte, avem: e=-15 V; 1=750 A; 
„= 45000 W; P, =-—11250 W şi p = 56250 W. 


m 


În cădere, greutatea G = Fu, produce lucru mecanic; acesta 
te convertit în energie electrică. Acum relaţia (2) devine: 


2). À 
) i Ft =; (2) 
b. Să se rezolve a za A , i 
Ein anti -90 onstată că sensul curentului rămâne acelaşi ca mai înainte şi că 
roblemă dacă = 2U 'zată Aj oi : a 
p si puterea furnizată de generator, cât şi puterea mecanică se disipă 


formă de căldură. 

: In funcție de valoarea forței exterioare, sistemul descris poate 
tiona ca generator sau ca motor electric. Energiile mecanică şi 
că sunt transferate dintr-o parte a sistemului în alta. În aceasta 
tă reversibilitatea mașinii electrice descrise. 


N, iar celelalte date. ı 
aceleaşi. 


Rp. De mijlocul 
A leagă o sfoară, care 
Fig. 23-2 după un scripete, de 
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c. Să avem un sistem constituit așa cum se arată în fi 
Lungimea barei MN este /=l m, t.e.m. E=12 V.şi ră 
întregului circuit R=4Q (rezistența şinelor se negli 
Perpendicular pe planul circuitului, este aplicat un câmp magne 
inducţie B=0,4 T cu sensul spre foaie. Cu ce viteză trebui 


deplaseze puntea MN, pentru ca intensitatea I a curentului prin ee 
să scadă la jumătate din intensitatea lọ a curentului când punte F 
imobilă? | 
Rp. Iniţial, punt m 
se deplasează; asupra a i 
acționează forța electro: Te 
tică F =-Bll (M.1.8 g 


rentul prin circuit 


după regula mâinii stâng 
Fleming, de la stân 
dreapta. Când deplasăm 
în direcția şi sensul ac 

forțe cu viteza const 


Fig. 23-4 
după regula mâinii drepte, apare în punte o t.e.m. indusă e 
care se opune trecerii curentului.- Acum intensitatea curentului 
circuit este 7 = (E — Blv) / R . Pentrucalo să scadă la jumătate, t 


satisfăcută relația: 


de unde rezultă: v=15 m/s. 
Cum se petrec fenomenele, dacă viteza are sensul 
sensului forţei? să 
d. Acelaşi sistem, deja descris (punctul c.), se află într-u 
vertical. Bara poate luneca de-a lungul şinelor, după ver 
constituind mereu un circuit închis. Un câmp magnetic uni 


constant, de inducție magnetică B dirijată spre foaie, s 
circuitul (fig. 23-5). Dacă rezistența punţii este R, iar rez 


Fig. 23-5 
Pentru ca puntea să se ridice, este necesar ca v > 0. Aceasta 


Rp. Acum trebuie să ţinem 
cont de greutatea barei. Pentru ca 
viteza acesteia să fie constantă, este 
necesar ca forța electromagnetică F, 
care acţionează asupra barei, să fie 
egală şi de sens opus cu greutatea ei 
(G). 

Putem deci scrie: 

F m: gr BI 

Intensitatea curentului prin 
circuit are expresia: 

I =(E —- BIy)/ R. 
Relațiile de mai sus ne permit să 


E IR 
scriem v= — mg 


BI PP’ 


P.M.24. Sistem cu două bare mobile 


a.Două şine rectilinii, MN şi OP paralele, aflate într-un plan 
ntal, de rezistenţe neglijabile, sunt dispuse la o distanță 1 = 0,04 
a de alta. Ansamblul este supus acţiunii unui câmp magnetic 
rm, vertical, de inducţie B =0,8 T. Două dintre extremităţile 
r, N şi P sunt conectate prin intermediul unui rezistor fix de 
enţă Ry =2 Q. Două punți (bare), CD şi CD”, dispuse 
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perpendicular pe şine, alunecă, față de rezistorul fix, în sensu 

paralele cu şinele, având vitezele constante v, =0,4 m/s şi v, d se A viR, Va, (4) 


m/s (fig. 24-1). Rezistenţele porțiunilor barelor, cuprinse î R, R, + RoR, — RR; 


două şine, sunt: R =3 Q şi R, =0,4 Q. Care este inte 


curentului ce parcurge conductorul imobil? | | 
ele din enunţ se obţine: Z} = 5,7 mA. 


b. Să se discute cazurile în care vitezele sunt egale și au sau 
aşi sens. 

c. Să considerăm iarăşi sistemul descris anterior, din care 
ste rezistorul de rezistență Ro. Dacă puntea CD se deplasează cu 


va = 0,4 m/s, constantă şi normală la CD, care este viteza barei 
când aceasta are masa m=6-g şi viteza iniţială nulă, iar 
0,8 T şi 1=0,04 m? Rezistenţele porţiunilor barelor cuprinse 
şine sunt egale fiecare cu R =0,6 Q. 


„Rp. Fluxul magnetic prin circuitul CDD'C” (fig. 24-2) este: 
S= BIG). 


Fig. 24-1 


Rp. Aplicarea legii lui Faraday (M.3.1) ne dă 
e, = Bly, şi e, = Blv,, 
iar după teoremele lui Kirchhoff, avem: 
e, = RI, + Rolo» ex = Ral, + Rolo şi To uda e fas 
Din relaţia (2) reiese că: 


f = Roly 


js e, — Rolo 


il =% 
ŞI 43 R, 


Din cele de mai sus rezultă: 

e R, — Ro Ralo — eR; + RoRilo 
RR 

şi Io (RR + RiR, — RRi) =e R, = ef, 


sau, în acord cu relația (1): 


I= = 19 = 


Fig. 24-2 
bara CD se mişcă, în circuit apare t.e.m.: 


-dý __ p CD) 


E= 


= —BI( 
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unde v este viteza barei C'D”. Dacă se neglijează feno 


autoinductie, circuitul va fi parcurs de un curent cu intensitatea M.8. SPIRĂ CONDUCTOARE PARCURSĂ 


DE CURENT CONTINUU 


Conductorii electrici pot lua forme foarte variate; unii dintre ei 
miri consacrate. 

Un fir conductor care are forma unui cerc se numeşte spiră 
buclă). Prin generalizare, o spiră poate fi constituită şi dintr-o 


"e 
iea 

2R 

În condiţiile descrise, asupra punţii C"D” acționeaz 


BI 
=) 


Laplace: conductor masiv) şi poate avea alte forme (pătrat etc.). Când este 
B? e dau detalii în enunţul problemei. 
F Bl =- (v-v) 
m P.M.25. Spiră conductoare circulară parcursă de curent 
Totodată, avem: nuu 
F=m EA 
dt a. O spiră (buclă) circulară conductoare, filiformă, de rază a, 


parcursă de un curent continuu având intensitatea I. Care este 
sia intensității câmpului magnetic produs de spiră, într-un punct 
la distantă mare față de aceasta, în comparație cu raza ei? 


Din relațiile (7) şi (8) se obține ecuația diferențială 


da. Bl PP 
i 


a cărei soluție ne dă viteza v. 
Dacă viteza inițială a barei C"D” este nulă, se obține: 
BP 
alea, 
2hRm 


Rp. Alegem coordonatele aşa cum se vede în fig. (25-1) şi 


m cont mereu de ipoteza r! >>a ; 


v=v] l-e După legea Biot-Savart-Laplace, M(1.36), avem: 
JH z d di x P., 


Cu datele din enunţul problemei, găsim: 
TT 029 |, 


> 


4r p 
i trebuie calculată integrala: 


Fa p (1) 
p 


Din figură se vede că: 
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ZA Zr? _opă a? =r2 —2a(xcosp + ysinp) +a = 
2a zeal 
r’ 1 @ cosg + ysino)| 
r 
Deci se poate scrie: 
-3/2 
3 r li 2a 
-3 = 28312 = Š 
= =p =z{ø") = [1-2 eco pr ine) i 
de rezultă 
l 1 3a , 
— 2 — 1+ 3 (xcoso + ysin p) (3) 
p r r 


Să mai observăm că: 
(da x p), = az cos pdp 
(dax p), = az sin gdo | (4) 
(dax p). = (aysin p — ax cos p + a@ do 

Utilizând relațiile (3) şi (4), integrala (1) devine: 


Ia |% 3a’ A 
H er fzcosgdo +77 fxzcos odo + 


0 0 


[=x T +y j+zk 

a = acosgi +asing j 
E = = [sin pp + 3 [az sin pcos gdø + 
l 0 d 


pe 
> 


da = (—asin pi + a cos 0j)do 


P-r-a=(@-acosg) T +(y-asinp)-j +z-k 


Deoarece p>>d şi r >> a, vom dezvolta în serie 


“= 


yA See: x 5 i 
neglijând termenii începând cu a [r" . Astfel, avem: 
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-y uneie- x feosgdp a Japs 
27 2r 21 


3 li x f a pdo + ax [cos gd 


0 


2m 21 27 
=j fsin? odo — xy [sin o cos odo + ay fsin podọ 
0 0 0 


sau 
[a 1.3, 
4m rP 
1 345z 
oea 
t åm P d 
g [8 8g pa 3 
- Ag r 47| F r 


În final, cum M=IS, în cazul de față având 5 
expresiile (5) se pot scrie sub formă vectorială: 


— — 


= LI3Mre M Fig. 25-2 


Din aceeaşi figură se observă că: 


1 T= Po 
Se vede că avem aceeaşi dependență funcțională ca şi în dS owr) =3 P "dy = anula di = -psin adl ; 
dipoluiui electric (vezi voi. 1). De aceea, dubletui magnetic p E: rezultă: E 


denumit şi “dipol magnetic”. 
b.Să se găsească expresia inducției magnetice datorate i sin adi = pdy 
plane descrise la punctul (a), într-un punct din planul acesteia, el, se poate scrie 
la distanţa r < a de centrul ei. dy 
B= ul f — 
o P 


Rp. În acord cu legea B-S-L MU. 38), inducția mă 
elementară dB, produsă de elementul de curent Id! are expresi 


JE 


rceosy +ya” =r’ sin’ y şi 


(8) 
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1 1 Ja? —r? sin” y —r co 


ar coordonatele lui P sunt (x,y,z); apoi se aproximează 1/p 
rima putere a lui a/r. Ştiind că Mz21:S, se obţine: 


a A (Mp), 4, a PM, 4, sd, 
> 4ar á j p 


S E i a 2 A ENN 2 - 
P a —7 sin” y +rcosp A =r Sm pr CO 
1 —rcosp +a? -r° sin” p 


sau 


me E = M, = 
+ a 2 E r g - 
p d. Să se calculeze potențialul scalar magnetic v, într-un 
2z S a y 
Aa ? A s aflat pe axa unei spire circulare de rază a. 
Ținând cont de faptul că [cos ydy = 0, înfinal se obţin piap P 
0 


Rp. Precizarea privind poziţia punctului simplifică rezolvarea 
ei, deoarece calcularea potenţialului scalar magnetic necesită 
ul unghiului solid Q sub care se vede din acel punct fața nord a 
est calcul nu este dificil numai în cazul când punctul se 


K 2 E A 4 
pol PET A 
' i 0 4 =F 

— . 


e pe axa spirei (fig. 25-3). Se ştie că M(1.41) Vp = A IQ şi 
zi 


Integrala (1 — cos 0). 


z!2 DER SINE 
E(m) = fii — m’ sin” ydy, 
0 
unde m=r/a, este o integrală eliptică tabelată; iată câteva valori: 


E(0)=1,5708 E(0,4)=1,3994 R(0,8)=1,1785 
E(0,1)=1,5308 E(0,5)=1,3506 R(0,9)=1,1048 
E(0,2)=1,4890 E(0,6)=1,2984 E(1,0)=1,0000 
E(0,3)=1,4454 E(0,7)=1,2417 


c. Să se calculeze potenţialul vector A din care d 


inducția magnetică B , datorată spirei circulare descrise la pun 
într-un punct P aflat la distanța r >> a faţă de centrul ei. Să se e 


rezultatul obţinut în funcţie de momentul magnetic ( M ) al spi 


- Idi À 

Rp. Se pleacă de la formula M(1.35): A = Sr = $ A Fig. 25-3 E 
4z” p Într-adevăr, calota sferică are ara (fig. 25-3) 
ah = 2ra(d — x), iar unghiul solid este: 


cont de faptul că coordonatele unui punct de pe spiră sunt 


198 V. Tutovan, I. Gottlieb 
„obleme de magnetostatică şi inducţie electromagnetică 199 


Q= =2a(1 - —)= 2701-0050), unde cos0=x/, acarieni cra Forrita 7). 
Pe Valoarea exactă a 
` I inducției magnetice produse de 
v= y 2z(1— cos 8)|= Ho (| — cos0)= aceeaşi spiră, în acelaşi punct | 
4r 2 P, de pe axa spirei, este dată | 
7 însă : | 
inl z Z însă de formula (| 2) | 
> ke a Hol a 
2 a +x’ (13) 


adie la dg y” 


oi În cazul precizat de 


e. Să se calculeze inducția magnetică în acelaşi pun 


2 
Z 


poziție s-a precizat mai sus. iis 
i y problemă avem: M (0,0, M) 
Rp. Cunoscând expresia potențialului scalar întru şi formula (12) devine: 
situat pe axa spirei circulare (10), inducția magnetică, în acela aa M? M 
se calculează aplicând formula M(1.42): ni (BLE d — 3 |= 
7T al 
p-s Hol 1 x” x M i g 
& 2 Vara (ara) B — 
: Deoarece acum r=z, se 
Mod a Fig. 25-4 poate scrie: 
2 (+x y’ p -A 2M pla” _ pla” as 
Astfel s-a regăsit, pe o altă cale, formula M(1.58), dedusă A Ag z? 2w De i, 
prin aplicarea legii Biot-Savart-Laplace MU 38). Mesia (16) 
f. La ce distanță z trebuie să se găsească punctul P, d M i 
. e A erea se calculează aplicând formula: 
O, pentru ca valoarea inducției magnetice în acel punct cale 5 PA 
formula (6), să se abată cu 1% față de cea exactă, calculată cu AB m B, —- Bu E (a +z ) în d, a7) 
(11)? B, B, z’ 100 
A : ? : ând calculele, se obţine: 
Rp. Tratând spira parcursă de un curent electric ca pe „3/2 > 
de moment magnetic M (fig. 25-4), se obţine formula cunos AB feel E 3 A xļ]—l]+ 3 A Ds 3 A : 
electrostatică (P.E.25-2): B, g” 2 2 2g 
tl 3Mr- M << z 
B = E r 7j 3 i 
L| T că Pentru ca îi <10”, trebuie să avem: 
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- = Rp. Figura (25-5) şi formula M(1.58) permit să se scrie: 
= R 
|z| > av150 =12,2a SR ERROR. do, B = ol sin*0 şi 
H, sin“ 0 g 
| Să se calculeze integrala |B-dr de-a lungul a 0 [ 
i : r i dr = f2. d= jir sin’ 6 23220 să 
descrise anterior. zi „7 P E > sin 


Acest rezultat se explică prin faptul că linia de câmp (-00,+00) 
hide la infinit şi cuprinde curentul de intensitate I; astfel, în 
cu teorema lui Ampere M(1.30), avem: 

dBal = ud Hdl = pal. 

h. Spira circulară să fie din fier, să aibă raza R=20 cm şi să 
rcursă de un curent cu intensitatea I=6A. Care este valoarea 
iei magnetice într-un punct M aflat pe axa spirei, la distanţa 
m de centrul acesteia? 


Rp. Aşa cum se arată în cărțile de electricitate, în punctul M, - 

se găseşte într-un mediu de permeabilitate relativă p, pe axa 

i şi la distanţa z de ea -, B are expresia M(1.58): 

B= Lol, d R’ z HoH, d 
2 (k gr JA- JR 

imbolurile corespund cu cele din figura (25-6). 

Deoarece punctul M se găsește în aer, avem u, = 1; astfel se 


sin” 0, 


2 107 
R?. „dm 00 -6 004 =1,34-10% T. 


2 (R2 zi? 2 (0,05) 

i.Dintr-un fir izolat de lungime | dată, se constituie o spiră 
lară de rază R; aceasta este conectată la bornele unui generator cu 
onstantă €. În aceste condiţii, intensitatea câmpului magnetic în 
ul spirei este Hi. Apoi, din acelaşi fir se constituie două spire 
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= L, =27R, =L /2 =R şi Ra =R, 1/2. 
j. Care este expresia lui n, dacă din acelaşi fir, se constituie o 
„u n spire egale şi alăturate? | 


egale şi alăturate; în centrul comun al spirelor intensitatea câ 
magnetic este Hz. Care este raportul 7 = H, / 41»? 


Z 
Rp. 7=1/7°. 


P.M.26. Spiră circulară parcursă de curent continuu, în 
a unui câmp magnetic staționar 


a. În centrul unei spire circulare subţiri, de rază R=8 cm, 
ia magnetică produsă de curentul de intensitate I care o 
rge este B=8 uT. Care este momentul magnetic M al spirei? 


Rp. Prin definiţie, M(1.23), M PA fas ; în cazul unei spire 
(5) 

are plane, formula de mai sus devine M=IS, unde S este aria 

iar I este intensitatea curentului. Vectorul M are direcția 

Jă la spiră şi sensul precizat de regula burghiului. 

Din datele problemei se obţine M(1.59): B=p41/2R. 


ece S =R? , avem: 

M =27R°B/ u, =20 mAn’. 

„b. O spiră circulară, de rază R=0,2 m, este parcursă de un 
continuu având intensitatea |=8 A. Această spiră este dispusă 
câmp magnetic exterior, uniform şi de inducţie B=0,4 T, astfel 


Fig. 25-6 

Rp. Deoarece & este constantă şi rezistența firului 
aceeaşi, rezultă că în ambele cazuri intensitatea curentul 
parcurge firul rămâne neschimbată. Aplicând formula M(! 


obţine s 3 g 
uxul magnetic (datorat lui B ) ce o străbate este nul. Ce lucru 


T 7 
Aia = ctuează, dacă spira se roteşte cu «=30° în jurul unui diametru 
H, 2R, 2R, l RT i ș a E 
g= Se dicular pe direcția lui 8 ? 
H, U U 4 
2R, 2R 2) Rp. Prin deplasarea (rotirea) spirei dintr-o poziție, când fluxul 


paat R š 3 x Î af fă tyi ă itie înc xul pri 
deoarece lungimea spirei mari este L, = 2æR,, iar lungimea s răbate este ø, =0 (fig. 26-1) în altă poziție, în care fluxul prin 
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ea este M(1.15) g, =B:Scosß=BSsing, a variat 
magnetostatică şi astfel, în acord cu legea lui Maxwell [M(1.18 
efectuat lucrul mecanic. 7=AW =W, -W, = 19-46) 


avem: 
t= IBS sina = IBa 


Q sin a =8-0,4.3.14 


102.1.=02J 
2 


M 


ii 


wy 


Observaţie: La pun 
(a) este vorba de câ 
magnetic propriu; 
punctul (b) câ 
magnetic este exterio 
I De ce în formula (| 

intervine fluxul datora 

Fig. 26-1 câmpului magnetic pro 

(produs de spira însăşi)? 
c. La ce moment al forței este supusă spira, aflată în po 

inițială precizată mai sus? 


Rp. Expresia momentului forței este M(1.26): T = M xE 
modulul lui este T = MB sin 8 , unde M=IS, iar 0 este unghiul di 
M şi B. În cazul de față, M este perpendicular pe B „se pă 
de-a lungul axci spirei şi are sensul spre cititor. În consecință, av 

T=/SB=8.m-4-10° -0,4=0,4 Nm. 
d. Să se ajungă la rezultatul de la punctul (c) pe bază 
considerații energetice. 


Rp. Energia potențială a spirei, când planul acesteia 


unghiul œ cu vectorul B, are expresia M(l 


W = -ig(B)=-I- Bsing. 
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Momentul forței se exprimă în funcţie de W prin relația: 


raj- IS Bcosa 
Ga 


e. Dacă spira descrisă la punctul (c) este constituită dintr-un 


y ye 2 a. š 
ductor având suprafața secțiunii drepte s=] mm^, iar inducția 


netică B este perpendiculară pe planul spirei, la ce efort unitar 
a pe unitatea de suprafață a secțiunii) este supus conductorul? 


Fig. 26-2 
egea lui Laplace M(1.4), un element de conductor 
diţiile precizate de fig. 26-2 -, acțiunii unei 


Rp. După | 
dI=Rdo este supus, - în con 


forte elementare: dF = Bld! = BlRda . N 
“Jumătate de spiră este supusă la două forțe care îşi fac 

echilibru: tensiunile T de la extremităţile ei, de natură mecanică și 

forța rezultantă F de natură electromagnetică; astfel se poate scrie: 


27 = fdF sin a = ȚBIRsin ada = 2BIR 
0 0 
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şi T=BIR. R2 
Din cele de mai sus rezultă că efortul unitar este BaR’ şi 6, =Br—. 
_T _ BIR 2 5 2 | i a £ TEEN E d 
o se = P = 0,64 N/mm = 6,410 N/m’. Variația fluxului magnetic prin sistem se datorează variației 


g da a i fetei acestuia. 
f.Să avem o spiră de rază R, din fir conductor acoperit i 


strat izolant. Diametrele, orizontal şi vertical, ale acesteia să fie 

PQ (fig. 26.3). Se strânge spira, care rămâne în același plan, astf 
punctele M şi N se întâlnesc în centrul O al acesteia, formân 
două spire egale de rază r. Sistemul se găseşte într-un câmp magi 


BR 


În final se obţine: q = T 


P.M.27. Spiră circulară parcursă de curent continuu în 


uniform, de inducţie magnetică B , perpendiculară pe planul spire p magnetic variabil 


sarcină electrică q parcurge circuitul când se trece de la o for 
acestuia la alta, dacă rezistența unităţii de lungime a firului e 
Q/m? 


a.O spiră conductoare este străbătută de un flux magnetic ce 
ariază după legea ¢% = 477 +2t+2 şi este perpendicular pe planul 

steia, ieşind spre cititor. Care este t.e.m. indusă în spiră la 
omentul t=3 s, dacă P se exprimă în mWb? Ce sens are curentul din 


iră (fig. 27-1)? 
Rp. Expresia fluxului magne- 


tic fiind p=10%(4/*+21+2), 
Wb, t.e.m. care apare în spiră este 
(M.3.1.): 


e = 49 = —102(8r+2) V. 
dt 


La momentul t=3 s, t.e.m. este: 

e) = —26 mV. 
Deoarece fluxul creşte şi iese din 
foaie, curentul indus are sensul rotirii 
Fig. 27-i acelor de ceas, căci fluxul magnetic 


pe care îl produce se opune creşterii lui &. 
b.O spiră de rază r este străbătută de un flux magnetic, 


erpendicular pe planul acesteia, care variază după legea 
p=ki(r—0). în interval de timp egal cu 7. Care este intensitatea 
curentului indus în spiră, dacă inductanța proprie a acesteia este 


eglijabilă? 


Fig. 26-3 
l Rp. Se aplică formula M(3.3). Expresiile fluxurilor magnet 
inițial şi final sunt (M.].15): 
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Rp. Cunoscând expresia fluxului magnetic prin spi 
determină t.e.m. care apare în ea şi apoi, cunoscând rezistenţa aci 


se găseşte expresia curentului. Se poate deci scrie (M3.|): 


= 4/2 G t 
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sa E... 
şi =*= 4+ (Qi) 
r r 
Să se arate cum variază în timp, atât D cât şi i. Răspunsul îl dă 


-2 a şi b. 
Să se interpreteze cele două figuri. 

Sa ul > 2 v A A 
c. O spiră cu suprafața S=4 cm se găseşte într-un câmp 
tic uniform de inducţie B, care este perpendiculară pe suprafaţa 
eia. În timpul At=0,1 s, inducția magnetică scade uniform de la 
4 T până la B-=0,1 T. Ce t.e.m. se induce în spiră? 


Rp. În acord cu legea lui Faraday (M.3.1), vom serie: 
ac R o OP PE aaa 3 

At At 
d. Sistemul descris în fig. (26-3), sub formele (a) şi (b), se 
seşte, pe rând, într-un câmp magnetic variabil de inductie 
Bosinot, perpendiculară pe planul acestuia. Care este raportul între 
nsitățile maxime ale curentului indus ce parcurge sistemul, aflat 
b cele două forme? 


Rp. Din datele problemei reiese că suprafața sistemului este 
două ori mai mică atunci când are forma (b) decât atunci când are. 
rma (a). Fluxul magnetic (M.1.15) ce străbate sistemul scade de 
emenea la jumătate când se trece de la forma (a) la forma (b). 

Aplicând formula (M.3.1), rezultă că raportul căutat are 


e.Să avem un sistem a cărui schemă arată ca în fig. (27-3). 
cesta se găseşte într-un câmp magnetic de inducție B, 
rpendiculară pe planul circuitului, care variază în timp după legea 
B=Kt. Punctele C şi D se găsesc la capetele unui diametru de lungime 
a spirei. Firul din care este constituit sistemul are rezistența p pe 


itatea de lungime. 
Care este intensitatea I a curentului prin ramura CD? 


Rp. Ochiurile CMDC (1) şi CDNC (2) au suprafețele egale cu 
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20 
Bsin tunde o =2av =27 zm = 27 -20 rad/sec. 


fluxurile: 
4 $, = BS = Kt zd „Aplicând formula 
d, = B,5= KI (M.3. E: Adi 
îi a 4 Deoarece il; gma Fy = -7R" Bo 
B R4 ) magnetică variază l — i 
15) t.e.m. indusă în fiec | R B cos æt =1,26 - 0,886 = 
c I R D este: O —— =], |V. 
z= K. i b. Care este valoarea 
p = = | lui a, când t.e.m. instanta- 
(2) f =t | nee este egală cu valoarea 
Să aplicăm | | medie pe o jumătate de 
teoremele lui K i perioadă? 
N pentru studiul re 
mai sus. Fig. 28-1 
„Fig. 275 Pentru aceast Rp. Media lui cosot pe o jumătate de perioadă este (cu 
gem sensurile curenților prin ramuri aşa cum se vede în fig rlo: 
sensul de parcurs al ochiurilor la fel ca sensul de rotire a Tia 2] ÎI 
ceas. Rezistenţa ramurii CD este R=pd, iar rezistenţele rai (COS) eu E II feosotdt = ——sin øf dan = 
CMD şi CND sunt R=R=pnd/2. ra Io 
Rezolvând ecuaţiile obţinute, găsim că J, = 2, = di -— = 2 sin si 2T = 4 -sin 27 = 4 = 2 
4p oT 4 4 oT 4 ol n 


Să se interpreteze rezultatul la care s-a ajuns. 2 
Egalitatea va avea loc atunci când cosg = —; de aici rezultă 
T 


P.M.28. Spiră care se roteşte în câmp magnetic sta 


c. Care sunt valoarea maximă a t.e.m. induse şi defazajul între 


a.O spiră circulară de rază R=8 cm se găseşte într- 
m. şi fluxul magnetic? 


magnetic umiform de inducţie B=0,5 T şi se roteşte cu 1200 ro 


minut în jurul unui diametru perpendicular pe vectorul B (fi 


` i ; : w a A Rp. Emax 1,26 V; t.e.m. este defazată cu unghiul a=7/2 radiani 
Ce valoare are Lem. instantanee indusă în spiră, în moment i 


rma fluxului, la orice moment. 

d.O spiră dreptunghiulară are laturile a=30 cm şi b=20 cm. 
asta este dispusă în planul yOz, punctul O aflându-se în centrul 
ptunghiului (fig. 28-2). Spira se găseşte într-un câmp magnetic 


vectorul B face un unghi de a=30° cu planul acesteia? 


Rp. În momentul t, fluxul magnetic prin spiră este: 


F. Puitovan, 1. Gottlieb 


„obleme de magnetostatică şi inducție electromagnetică 213 


uniform de inducție B=0,4Tiavând direcţia axei Ox. Ea se rol ul atl Hol l 
aceeaşi viteză unghiulară o=20 rad/s, pe rând, a) în jurul axei = 3 dl = MR? = 4R 10 pT 
în jurul axei Oy şi c) în jurul axei Oz. Care este t.e.m. maxim 4aR” se G 


în spiră. în fiecare caz? 


Fig. 28-2 


P.M.29. Conductor de forma unui semicerc parcu 


curent continuu 


a. Un fir conductor de forma unui semicerc, de rază R=12 


Rp. Tinând con 
presia fluxului mag 
de legea inducției e 
magnetice, se obține 
a) e=0; b) e=0,48 
e=0,48 V. 

Aceeaşi întreba 
pune pentru cazu 


b. Acelaşi semicerc 
să fie acum închis cu un 
diametru (MN) şi să se 
rotească cu viteza un- 
ghiulară œ în jurul 
axului xx. Sistemul se 
găseşte într-un câmp 
magnetic uniform de in- 


ducție B care este per- 


care: d) spira se- rote Fig. 29-1 pendiculară pe axul x’x 
jurul unui ax paralel « (fig. 29.2). Rezistenţa 

care coincide cu latu totală a circuitului este r. 
e) spira se roteşte în Care este expresia inten- 
unui ax paralel cu O B sităţii curentului ce par- 


coincide cu latura b. 


9) 


Fig, 29-2 


x 


curge circuitul? Câmpul 
magnetic produs de cu- 
rentul indus este neglija- 
bil. 


Rp. Fluxul magnetic prin semicerc este: 
p = BS cosa, (2) 


este parcurs de un curent având intensitatea I=4 A. Care este va 


inducției magnetice B , produse de semicerc în centrul lui? 1 SA | 
zontal. Tinând cont de formulele: S = = ZR şi a = Œt , avem; 


Rp. Se aplică formula Biot-Savart-Laplace (M.1.38 


notaţiile de pe fig. (29-1) avem: ġ= DR” BS cos æt (3) 
a J T VER l 
dB= iu > După legea lui Faraday (M.3. 1), în circuit apare t.e.m. 
For d 1 
de unde: B, =B, =0 şi ez sa R? Bæ sin æt (9 


Curentul prin circuit are expresia: 
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i= EA R’ Bo sin o! 
2r 


c. Care sunt expresiile valorilor maxime ale te. 
intensității curentului în funcție de frecvenţă? 


Rp. E 


max 


AEN qaa PN. 
> 


d. Ce valoare medie are căldura degajată în circuit, în 
unei perioade de rotaţie? 


“Rp. Se va aplica formula cunoscută: 


dq =ri” dt 
Utilizând formula (5) se obține: 
il i 
dg =— m° R’ Bw’ sin” otdi 
4r 
a dai ] i ] iii ii ia d 
şi q= f r’ RB œ sin old. 
T z4r 
r PRN: T1 cos2ol mE T. Rp. La mana t=0, firul se găseşte în semiplanul x<0, iar 
Deoarece fsin œtat = ja f = în final aj ul magnetic uniform caracterizat de inducția B în semiplanul 
0 0 Când firul se roteşte, în jurul unui ax care are direcția lui Oz, cu 
i I T R'B O’ iul a (fig. 29-3.b), suprafața măturată de sistem în câmpul 
8r netic este: 


e. Un fir conductor are forma unui semicerc de rază R, îi 


l -p 
cu diametrul MN. Initial, diametrul este paralel cu limita spați S= Pia (8) 


în care acţionează un câmp magnetic uniform de inducţie B . Sis 
se poate roti în jurul unui ax care trece prin centrul O al semiceri 
perpendicular pe foaie, cu o acceleraţie unghiulară constantă 
momentul t=0. circuitul se găseşte în afara câmpului magnetic 
29-3.a). Să se scrie expresia t.e.m. induse în circuit. în funcție de 


_ _ , ] 
Această suprafaţă creşte până la S =, când Q=; 


cade până la zero, când a = 27 şi ciclul se repetă. În figura (29- 
arată cum variază suprafaţa sistemului aflată în câmp magnetic, 
på şterea unghiului a. 

Semicercul se roteşte în sensul acelor de ceas, iar liniile lui B îi — Astfel, avem: 


foale. 
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l M t, = E agil: (10) 
za AR R? pentru lka <a<(Qk+r y> 
S= p E | Acum expresiile (9) devin: 
Rea + 2 N p) 
(U HIR 2 a|r PORU EFIE ca (ae r S kz ee pentru t, St Sl 
p= A PI 
er ar e B pentru tyy SI Sl 
S e rezultă: 
: dp l + << 
i PR, N ~ zoo pR y . pentru ty St Sl 
= TR DR Cp amame di 2 (11) 
2 dp 1 
Bee oa dt N pentru tpa St St 
n 1 a y 
Fig. 29-4 
Cum a = L y’ „pentru fluxul magnetic, g = BS , vom s 
ci m br ea pentru 2kr <a <(2k- Dr (9 
ġ = 


ja +D- : ee pentru (2k + Ir <a(2k+2 


Dar unghiului a = kz îi corespund momentele: 
Fig. 29-5 
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fa Legătura între coordonatele carteziene şi cele polare, în acord 


Deoarece timpii sunt proporționali cu v R , adică f, 


Sata a j y E, x=r cos 
etc., graficul tensiunii în funcție de timp are forma arătată în e 


(29-5), unde 3 = zi, iy 30 ta =... 


> 


(2) 
y=rsing 
că notăm excentricitatea elipsei cu e=c/a şi parametrul elipsei cu 
p'/a, - unde a şi b sunt semiaxele elipsei iar 2c este distanța dintre 
arele acesteia -, ecuaţia elipsei în coordonate polare se scrie sub 
ma (1). 
Inducţia magnetică se va calcula după legea Biot-Savart- 


P.M.30. Spiră eliptică parcursă de curent continuu 


Să se calculeze inducția magnetică într-unul din focarel 
spire plane sub formă de elipsă, care este parcursă de un curent 
intensitatea 1. 


Rp. Ne vom referi la figura (30-1), unde s-au notat cu 
cele două focare ale elipsei şi scriem ecuaţia acesteia în coor fe cae za 
polare (r,ọ): Pentru a obţine expresia lui dl = dxi + dy j , scriem: 

_ Pcosg _ psing 


1 +ECOSỌ  1+Ecosgo 


P 


r= 
[+ ecosg 


BE i să ji - qi 
y di E P sin p(l + £ cos g) + ia pcosp m 
j „(+ gcosg) 
cos p(1+ 2cosp) + esin’ p 
= = do. 
(|+ecosg)' 
Pa Deoarece r = xi — yj (fig. 32-2) şi d = dxi + dj, 


— fixe 4 IT at g pa S] 
dp-* ; ad (dri + dyj)x xi - yj)|= 


i = 
îi a -(-ydx + xdy)k 


Fig. 30-1 ar 
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b? 
pa a (7) 
nI (+ ecosp) [+ — coso 
Ba foi ( p) | i 


4r 


3 


p 2 
p? sin? p+ p’ cos? p+ ap" (os? p- cosgosin? p) 
E fi . (l + £ cos oy l e 
| ksin? p + cos” g) + e(cosp —2cosgsin? oio. 
căci cos? o =coso(l- sin’ o). 
In final se obține: 


Utilizând notațiile: 


dp == 
PA 


ga | Fi 
Jef [A+ ecosp- 2e cospsin? gjdo =. 
4ap 3 47p 
ino)” l I 
p+ esing i PI ti apti 
3 4m 2p 


Anexă: Ecuația (1) descrie într-adevăr o elipsă. Orig 
coordonatelor carteziene să coincidă cu focarul F(C.O), figura (3 
Vom pleca de la relaţia de definiţie a elipsei: 

r + r'= 2a , cu a=OA=FB 


Dar r?î=r?+(2c)' +2(2c)r coso; astfel, relaţia 
devine: i 
r+ r° + 4c? + der cosp =2a 
sau jr? +40? + dercosp =2a -r 
Ridicând relaţia (6°) la pătrat, se obține: 
4c? + 4er coso =4a° —4ar, 
| c ) 3 3 
sau ari l+—cosp|=a' -c 
a J 


i ? ki pA pases 
Deoarece a — c7 =b", unde b = OB, avem: 
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A | 
p şi TR se ajunge la ecuația 
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M.9. SISTEME SUB FORMĂ DE INEL 


Dacă o spiră are o astfel de grosime, încât, în 
comportării ei electromagnetice, contează masa și aria se 
transversale a acesteia, ea poartă denumirea de inel. Când un i 
presat perpendicular pe planul lui şi grosimea acestuia 
neglijabilă, el devine un inel plat sau o coroană circulară. 


P.M.31. Inel conductor 


a) Un inel conductor, cu suprafața secțiunii trans 
dreptunghiulară, de raze interioară R; şi exterioară Ra, se găsești 
un câmp magnetic variabil şi uniform de inducţie B = B, si 
perpendiculară pe planul acestuia. Care este valoarea medie a 
induse în inel? 


Rp. Vom defini valoarea medie a t.e.m. prin expresia: 
Ra 


l 
€ med sa ai fedr 
R, -= R; R, 
unde R, < R< Ra: 
Deoarece (M.3.1) 
d ; 
po ae -zR° By cos at , 


dt 


avem: 
R 


SR 3 [zR"oB, cos aldR = 


b) Ce rază R trebuie să aibă o spiră, pentru ca, în ace 
condiţii. aceasta să fie sediul unei t.e.m. induse egale cu escu? 
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Rp. Din cele de mai sus, se vede că: 
l "y 
R? =-(R? + RR, + R3) (3) 
> 


c) Un inel subţire uniform electrizat, de rază R=8 cm, se 
în jurul axei proprii cu viteza unghiulară œ=120 rad/s. Care 
portul densitătilor volumice ale energiilor câmpurilor electric 
etic într-un punct P de pe axa inelului, aflat la distanţa z=R de 


al lui? 


Rp. Pentru a determina densitatea volumică de energie 
ostatică, este necesar să calculăm intensitatea câmpului 
trostatic în punctul P (fig. 31-1). 

Dacă sarcina totală 
de pe inel este q şi 
sarcina pe unitatea de 
lungime este à, se poate 
scrie dq = Adl , unde di 


este un element din 
lungimea cercului. 

Aşa cum s-a 
procedat în cazul 
P.E.35 [2]a, dacă notăm 


Zi 


FA 


Cosa = - ŞI 
NR +z’ 


Z 


Cs. 


ATE, 
dq 
i (R? de apa 
Fig. 31-1 se obține rezultatul cu- 
oscut din electrostatică: 
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_ ARZ 
es: aR +Y” 
Aplicând apoi formula (vol. 1; E.4.13) [1 avem: 
Í A pis” 
W = ED S 2 FE) 
2 Be AR +a F 


Intensitatea câmpului magnetic se calculează plecân 
formulele: 


W, œR 


R => F aia au N 
a Cc 
za luminii) 
d. Un inel plat (coroană circulară) conductor, de raze: 
ară Ry=4 cm şi exterioară R>=6 cm, este parcurs de un curent cu 


e uniformă i=1,2 A/m2. Care este inducția magnetică în centrul 


= 49 — 44 _ 13 AR, căci v=OR. 
dt dt 


Aplicăm acum formula B-S- L (M.1.36): 


Rp. Putem considera că inelul este format din o mulţime de 
circulare filiforme de rază R şi lăţimea dR. Inducţia magnetică 


A ud 
s P an tă acestei spire în centrul ei este (M.1.59): dB = 
1H = 1 Jdlxr,_ 4oR dlxr 2R 
ari ni dR 
Modulul lui dH în d ki Deoarece dI=idR, avem: dB = = F 
À | 2 R, ; 
an = 39% disina = 2, R E pat dR o Hal pp 2 =3-107 T (6) 
Seti AA il 2 aR 2 i 
iar cea a intensității câmpului ut desi se va scrie: 2. Care este momentul magnetic al coca teal 
AR" AR" 
g 2r’ (R? + gee j HR py : Rp. În acord cu formula  M(1.24), putem scrie: 


m = Sdl = zR’ idR şi 
R, > 
f m 3 = 2 
m=zi [R dR =FR; - Ri) =019-10° Am (7) 

R 3o 

j . . 
fUn inel de plumb, de rază R=3 cm, are rezistivitatea 
22:107 Q/m la temperatura critică de 7,3 K. Densitatea de curent 
ximă, în starea de supraconductibilitate, este i=400:10° A/m". La ce 
m. indusă maximă inelul mai este încă supraconductor? 


căci [al = 277 . 


Acum obținem expresia energiei magnetostatice pe unitate 
volum: 


i T * ps 
W, = EB = a 3 
2 SR +z Y 

Formulele (1) şi (2) ne conduc la rezultatul căutat: 
W, Como R? Rt 


wW z“ gz? 


gs 
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d Í 
Rp. Folosind formulele: e= -2 =1IR. R=p— 
Í 5 


unde s este aria suprafeței transversale a inelului, se 
e =ip2aR ==16,6 V. l 

g. Cum se poate arăta experimental, dacă inelul, 
supraconductoare, este dia-para sau fero-magnetic? 

h. Un inel, în stare supraconductoare, de rază R şi ind 


M.10. SISTEME DE SPIRE CIRCULARE 


| -P.M.32. Două spire circulare 
proprie L, se găseşte într-un câmp magnetic uniform de induc 
paralelă cu planul acestuia. Ce curent se va induce în inel, când: 


À | a. Două spire circulare, de raze R=12 cm, se găsesc în plane 
se roteşte cu 90° față de poziţia inițială, ajungând cu pla 


le; distanța între planele şi centrele lor este a=R. Spirele sunt 
rse de curenţi având intensitatea Į=4 A, care circulă în acelaşi 
Ce valoare are inducția magnetică în punctul aflat la mijlocul 
tei dintre cele două centre? 


perpendicular pe B? 


Rp. Întrucât supraconductorul nu are rezistenţă, se pleac 
expresia fluxului (M.1.13): ø = LI ; ọ = BS.cu S=mR?. 
Deci se poate scrie: 
LI= BS= BAR? şi I=aR°B/L. 
i. Ce lucru s-a efectuat în timpul rotirii? 
‘Se aplică formula: 


Rp. Ne vom referi la notaţiile de pe fig. (32-1). 


Q| axa comună 
o spiră 
R 


—-—-- mijloc 


ipi p2 2pip? 
EST IL. rE ARB l 
2 2 G 2L 


o spiră 


Fig. 32-1 
punctul M, ambele spire produc câmpuri magnetice de aceeași 
sitate şi de acelaşi sens. Apoi vom aplica formula (M.1.58): 


T ANN m a) 


pi (a? p PY 
După cum rezultă din enunţul problemei, avem a=2b. 
Astfel, formula (1) devine: 
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Ia a?  8W5I 
3 3 2°? 25a 
s g Sa 
a + Fa ae 
4 4 


În final, se obţine: H=23,8 A/m. 
b. În sistemul descris anterior, distanța OO” să fie egal; 
(fig. 32-2). Care este expresia intensității câmpului magne 


centrul fiecărei spire? 


Rp. În punctele O şi O”. câmpurile magnetice au acelaşi 
Intensitățile câmpu 
magnetice produse 
spirele (1) şi (2) în pui 
O, sunt (M.1.58). 

H, =— şi 

' 2R 

IR? 


AP 


Fig, 32-2 
De aici se obţine intensitatea totală a câmpului magne 


3 
R“ l l 
FE 23312 
2 (R (R-+b > 
4 
c. Două spire circulare, dispuse aşa cum se arată în fig. ( 
sunt parcurse de curenți care au acelaşi sens şi aceeaşi intensitat 


A. Raza spirei (2) este R>=2 cm. Distantele Ma=ab=l sunt egale 
cm. Care este intensitatea câmpului magnetic produs. în punctul 


punctul O, ca şi în punctul O” 


A =H, + Ay = 


către acest sistem? 


Rp. Spira (1) va produce în punctul M câmpul magnet 
intensitate: 
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Din datele problemei, rezultă: 
R , 1 
= = sin30 =. 
I 2 


Deci, avem: 


I 


8/ 


Referitor la spira a doua, atât R cât şi | se dublează; astfel, 


em scrie: 


(5) 


H, E e 
2l 


(6) 


În final se obține: 
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Hy =H, e ia A/m 


` Două spire circulare , Sı şi Sa, concentrice, cu razele R; şi 
dispuse în acelaşi plan (fig. 32-5). Dacă Ri<<R>, care este 
d. Care este intensitatea câmpului magnetic în pu a mutuală a sistemului? 
dacă sistemul mai cuprinde o a treia spiră (3), dispusă într 
paralel cu cele ale spiralelor (1) şi (2), având centrul pe 
dreaptă cu primele, şi raza R;=3 cm, fiind parcursă de un cu 
intensitatea de I=4 A? 


p. Să presupunem că circulă curentul Ip numai prin (S2). 
Fluxul magnetic prin spira (1) 
este (M.1.82): 

pa = Mle 


Rp. H Ja c (M.1.53) B Hodh 
. eeg = i um avem (M.1. ci s 
481 ' 2R, 

-e. Două spire circulare subțiri de aceeaşi rază R şi a putem scrie: 
axă comună, au distanţa dintre centrele lor I>>R. Care este ind f 
mutuală a sistemului? dy = Hot? aR? şi 
21 l 
2 Ry 
Rp. Dacă spira (1) este parcursă de curentul cu intensitat Ly aR? 
ea are momentul magnetic (M.1.24) M, = 1,$,. Deoarece Ma “ap (9) 
2 


spira poate fi considerată ca un dipol de acelaşi moment magneti 
produce la distanţa |, inducția magnetică (M.1.63): 
lq metel p, = AMi _ Sdi 


12 nai 


Das 27l? 


Fig. 32-5 

g. Două spire circulare mici de raze R; şi Ro sunt dispuse în 
i plan; distanța dintre centrele lor este d. Care este inductanța 
ală a sistemului de două spire descris, dacă distanţa d este atât de 


(1) Fluxul magnetic încât poate fi folosită aproximația dipolară? 
spira (2) va fi: 
ESE Hyhi Rp. Se aplică formula (P.M.27-6), 
2 52u În: 


233. 
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= 1 304.0 _M 


3 


4r r r 
În conditiile problemei puse, avem: M ld, Moi 
formula ( 10 ) devine E 


(15) 


peee 


pre M 
H == = 
l 4rd” 
Deoarece M = mR? I , modulul lui H este 
ORI 
4d’? 
Acum, putem scrie expresia fluxului magnetic prin spir 
ġ=u i 
= l A: 
J A > 
În acord cu definiția inductanţei mutuale, obținem: 
_P _ HoT RR 
pa Pg F Fig. 32-7 
i. Un sistem este constituit din două spire circulare, Sı şi Sz 


1=40 cm şi R2>=0,2 cm. Spira S; este 
„=4 A. Acest curent se anulează 
tatea medie a curentului 


h. Două spire circulare, de raze R; şi R>>R;, au un „le şi omocentrice, de raze R 
comun, iar planele lor formează între ele unghiul a. Care este , + un curent i intensitatea I 
magnetică - interacțiune a sistemului, dacă spirele sunt parc rvalul de timp At=3 s. Care este intensi 
curenţii având intensităţile I; şi 2? asi 

: şti a spira Sz, dacă rezistența acesteia este n=0,1 Q? 


Rp. Se observă că R<<R;, de aceea se poate admite că 


Rp. În acord cu fig. (32-7), deoarece în regiunea în cé 
a magnetică produsă de spira S; în orice punct al suprafeţei 


găsește spira (1), câmpul magnetic produs de spira (2) p 


considerat if i 
r uniform dida putem serie (M „este aceeaşi. Aplicând formula (M.3.2), putem serie: 
A Bf casa, idei By e 2, jat i 06) 
2R, © rdt i 
Energia magnetică de interacțiune se calculează a ] În n la (16) devi 
Den M g f În cazul nostru, formula ( agra 
2 
aae. (7) 
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Rp. Este necesar de precizat care este intensitatea d] a 


2 Holi 
uui ce parcurge o spiră de rază r și grosimea dr (fig. 33-1). Pe 


Holi o , 
unde B, aTa şi 0, = BS, =R; 


l 2R; 
Deoarece Ag, =Ø, — fa = fos căci fa = 0, avem: de lungime a razei se găsesc —— spire; deci avem: 
mă o| 
_ LoTR, ] 
d TT 1 
Li 2r, R At Z 


si Í 


7 med 


=0,26:10”° A. 
f. Să considerăm că S, este parcursă de curen 
intensitatea i, =], sin cf, unde n54 A, iar @=2m -50 si. 
determine expresia intensității curentului indus în spira Sr. 


Rp. În acest caz vom scrie: 


1 dø __1 d (pork 


m E I, sin ot | şi 
r, di r, dt\ 2R, 
aRt ol, 
= Ag a m sgg wt 
2r, Ri 


Cu datele din enunţul problemei se obţine: 
i = 0,2cos3147 pA. 
k. Să se discute rezultatele obținute la punctele i şi J, 
ce priveşte fenomenul de inducţie electromagnetică. 


Fig. 33-1 


N 
—a 


P.M.33. Spirala plană 


- di =] 

a. O spirală plană este constituită din fir conductor subțire. 

izolaţie şi este parcursă de un curent de intensitate 1=0,1 A. Ea 
N=120 spire dispuse una lângă alta. Razele spirelor inter 
„exterioară sunt: a=4 cm şi b=12 cm respectiv. Să se determin 
magnetică Bo în centrul spiralei. - ; btine: 


dr (1) 
se aplică formula M(1.59); 


ap = Hed 


2r 
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rdr Ye +h’ )dr r kdr n 
pyr 7 (r?° + KY? 3 (r? hye pi per 


hdr > EI i r 
Tp” sira? +h l- - 


b? +R? b a 
+ 


NI “dr NI b 

j = a f ra In — = 0,1 mT 
2(b-a)sr 2(b-a) a 

b. Care este momentul magnetic al acestei spirale c 

parcursă de curentul cu intensitatea de 0,1 A? 


| Rp. Se aplică formula de definiţie a momentului une 


circulare M(1.24): 3 _ 
dM =S- dl = Ni dr, p ya +h? Vo? +h? Ve +k 
T Astfel, relaţia (5) devine: 

de unde rezultă: P u Ni s ba Tire p & 

M = i e -ah Ab-a)| a+vja +h? pia eai sii 

ha Cazuri a 1. În centrul spiralei, deoarece h=0, avem: 

NI 
sau Mo + ab + a?) =0,25 Ami. a nai pina ad 


2. În cazul unei spirale complete, care începe din centrul 
ia, avem a=0 şi formula (6) ne dă: 


UNI d. +Nb'+h? b 
2b h Jo? + h? 
Acum, momentul magnetic al spiralei are expresia: 


aN ya. 
3 


Observație: mărimile a şi A nu pot tinde concomitent la zero. 


c. Să se dia inducția magnetică B, într-un punc 
axa spiralei descrise anterior, aflat la distanţa h de centrul acestei; 
33-1). Să se discute diverse cazuri particulare. 


B= (8) 


Rp. De această dată se poate pleca de la formula după 
calculează inducția magnetică într-un punct al axei unei spire c 


M(1.61). 
În acord cu formula (1), inducția elementară are expresia 


HNI Pdr 
2(b — a) (r? +k 2 ata 
_ HNI | r2dr 
2(b-a); (r2 + hp? 


Calculul integralei: 


db = 


Deci, avem: 
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M.11. FIRE CONDUCTOARE DE DIVERSE 
FORME GEOMETRICE SIMPLE 


tr 

Unui fir conductor (M.1) i se pot da diverse forme geome 
în plan sau în spațiu. Unele dintre forme sunt cele obținute p 
îndoirea firelor rectilinii în aşa fel, încât toate părțile din care 
compun rămân rectilinii. 

Un fir conductor rectiliniu poate fi îndoit în fiormă 
dreptunghi: astfel, se obţine o spiră dreptunghiulară. Când laturi 
acesteia sunt egale avem o spiră pătrată. Dacă mai multe asemen 
spire sunt egale şi se asamblează strâns între ele, se realizează ceea 
se numeşte un cadru dreptunghiular sau cadru pătrat. La stud 
comportării electromagnetice a unui cadru parcurs de curent contin 
se ţine cont şi de numărul N de spire din care este constituit ace 
înmulțind formulele privind o spiră, cu numărul N. În cazul cadru 
se consideră o suprafaţă medie a spirelor componente, care depinde 
grosimea şi lăţimea lui. Studiile precise cer să se țină seama de acest 
dimensiuni. 

Spira dreptunghiulară, parcursă de curent continuu, produ 
câmp magnetic. Aceasta poate îi fi situată într-un câmp magneticexier 
şi se poate deplasa sau roti în acest câmp. Spirele pot avea forma 
poligon cu n laturi. 

Dintr-un fir conductor rectiliniu se poate forma un sistem c 
să aibă atât părţi rectilinii cât şi părți curbate. 


P.M.34. Conductor rectiliniu frânt, parcurs de cur 
continuu 


a. Un fir rectiliniu frânt, ale cărui două părti. infinit de lung 
fac între ele unghiul œ, este parcurs de un curent continuu 
intensitate [. Să se determine câmpul magnetic în punctele M, M;. 
de pe cele două bisectoare (fig. 34-1). 


B 


endicular pe planul determinat de conduct 
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Rp. În punctul M; cele două porțiuni de conductor (1) şi (2) 


ibuie în egală măsură la producerea lui B, care este 


Fig. 34-1 
În acord cu formula obținută anterior (P.M.I 


în punctul M; este 


or şi are sensul spre 


-11), modulul lui 


24i 


249 ; 
F Poiovaa |. Goe probleme de magnelostatică şi inductie electromagnetică 
-> igl d, > cos(a / 2) şi în cele din urmă avem: 
B, = 2 1+ 
7E ba TETE { 
47| air pp ma e pa (5) 
” I 


b.Conductorul infinit lung este descris la punctul (a), să fie 


Deoarece, după cum se vede din figura 
în unghi drept şi să fie parcurs de un curent cu intensitatea 1=40 


d, =zcos(æ/2) şi r = zsin(a / 2), expresia (1) devine: 


; o #l tot e valoare are inducția magnetică B într-un punct M situat pe 
222 sin(æ / 2) 2 ala la planul conductorului ce trece prin punctul de îndoire A, 
& > A istanța [= MA = 20 cm? 
]+ cos A 2 cos” 4 a 
Dar = = clg 4 , Şi în final se obţine: 
sin 2 sin -cos 
TAR | a 
B, = bot fa — 
2az 4 


Dacă a=, se regăseşte formula (P.M.1-12). 
În cazul punctului M, cum d, > 0, avem: 


Fi ~ 
PRE. „Ne | -cos -yë 
2nz sin(a / 2) 2] 22 4 


sensul lui B fiind opus sensului lui B, . 


În punctul M,, ramurile (1) şi (2) produc câmpuri de se 
contrare, care au expresiile: 


B® = Holl} -E al 1 asi 
årar d; 4r? 4r 
şi B” PR a «i Isin $ 
4r 2 


Fig. 34-2 
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Rp. Utilizând formula (M.1.12) şi referindu-ne la fig. (C 
se poate scrie: 


Rp. Configurarea celor trei vectori care reprezintă inducţiile 
etice produse în punctul O de către ramurile sistemului (fig. 34- 


B =B, = 1 : Hol ste asemenea cu cea a curenților (fig. 34-3), dar este rotită cu 90°. 
i ? 2 2al Valorile inducțiilor magnetice sunt: 
i Lol 4 N: 
Š =£ [2 =56,5 pT. ee E (6) 
şi B B, v2 Pn Sy 5 Sh 27503 2mh 
c. Unghiul dintre cele două părți ale firului infinit lung, înd În continuare vom face uz 
de notația: 


să fie de 60 şi punctul M; să se găsească la distanța z=10 cm de vâ 
unghiului spre interior pe bisectoare (fig. 34-1). Dacă firul este pare 
de un curent continuu cu intensitatea de 20 Am, care este intensiti 
câmpului magnetic în punctul M;? 


Î 

— =a (7) 

2rh 
Se adună mai întâi vectorii 
Rp. Se aplică formula (2) şi se obţine H=118 A/m. B, cu B, . Rezultanta adunării 
d.Trei fire conductoare, rectilinii, semiinfinite, sunt copla 
şi se întâlnesc într-un punct comun O, aşa cum arată fig. 3 
Curentul de intensitate 21 vine prin conductorul (1) şi se bifure 


va avea direcţia diagonalei OD 
a rombului CDEO. 
Conform teoremei cosinusului, 


curenţii b=I3=1 care pleacă din punctul O prin conductorii (2) şi avem: 
aceştia fac unghiurile a şi B cu prelungirea firului (1). Să se determ NEA. E E 
inducția magnetică produsă de acest sistem într-un punct M afla B, + 8; = B,| + B, = 
normala, în punctul O, la planul firelor şi la distanța H de acesta. EAE 
! —2B, B, | cose -a+ )] 
Fig. 34-4 adică 


pb 
e, +2.) =a? +8? +2a? costa + p) =2a’ [l+ costa + 8)] (8) 
Relaţia (8) se poate transcrie în felul următor: 
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2 n 
ee =j? æ+ 

B, +B,| =2a”]| cos P asia? P) i Y 

2 B; = pa [6 + 2cos(a + 6)+ Mcosa +cos A)| (12) 
i 
+ A . 

cos? atp „ii 4a? cos? atp = e. Un fir conductor îndoit, - sau de o formă oarecare -, este 
2 2 2 bătut de un curent de intensitate 1, de la o extremitate la cealaltă. 
ductorul este dispus într-un plan perpendicular pe direcţia unui 
=| 2ă cos ıp uniform exterior de inducţie magnetică B , în care se găsește. Să 


rate că acest conductor este supus aceleiaşi forțe electromagnetice 
şi un fir conductor rectiliniu dispus în acelaşi plan cu extremităţile 
aceleași puncte a şi b, care este parcurs de un curent de aceeaşi 


dintre ei fiind , 
nsitate |. 


a+f _a-b 
2 goon 


Rp. Să presupunem că cei doi conductori se găsesc în planul 
aşa cum se vede în fig. (34-5). ; Oy, având extremitățile în aceleaşi puncte P şi Q (fig. 34-6). 
Pătratul modulului indu 


magnetice B, este: 


B? =B? +(B, +B,)? + 


+ ABB + B cosy = 


=4a° +2a’ [1+ costa + 6)] 


In consecință, avem: 


B? = a?|6+2cos(a + 2) + 
a+B  a-fB 
2 


COSA 


+8cos 
2. 


Dar 


Fig. 34-6 
Contururile celor doi conductori să fie [| şi [2 ei fiind 
parcurşi de curenţi de intensități egale cu i, având sensul de la P la Q. 
După legea lui Laplace, se cere să se arate că: 


COS 


= cosa+cosf; 


deci: 
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F-1[äxB=1[äxB, 
că E i 


unde B este un vector constant și perpendicular pe planul xi 


B00, B)|. 


Egalitatea (13) este echivalentă cu relația: 


[di x B- faix B =0, 


Pa0 PRO | 
sau [dx B+ [dx B=0; T 
PaQ Ob == 
adică se poate scrie: ý 
[alx B=0 


PaObP 


Putem însă scrie: á 
(dlx B), = dyB, —dzB, = Bdy 
(dix B), = dzB, - dxB, = -Bdx 

(dix B), = dxB,-dyB, =0 


Relația (2) este satisfăcută, căci 
na ea i 
d(dix B), = B4by = By|, =0 
(dx B), = —Bqax = BX, =0 

Din cele de mai sus rezultă că relaţia (13) este corect sc 
adică s-a arătat ceea ce s-a cerut. 

f. Un fir conductor îndoit în cinci segmente are forma — 
de un cub cu latura 120,1 m — ca cea arătată în fig. 34-7. Sistem 
găseşte într-un câmp magnetic exterior uniform de inducţie B=0, 
care are direcția axei Ox. Să se determine forțele ce acţionează as 
segmentelor 1,2,3,4,5, dacă firul e parcurs de la extremitatea a 


extremitatea b de un curent continuu cu intensitatea I=5 A. 


Fig. 34-7 


Rp. Rezolvarea problemei se reduce la a aprecia unghiul 
a(dl. B) din legea lui Laplace (M.1.5) şi a aplica regula mâinii 


tângi. 
Astfel, se obține: 


F, = IB sin =0,20 N, 


u direcția —0z; 


F, = IIN2B sin 7 = 0,20 N 


direcția -Oy; 
F, = IIV2Bsin A = 0,28 N 


direcţia bisectoarei unghiului yOz; 
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Forța F, se găseşte în planul circuitului, este paralelă cu 


F = 18 sin =0,20 N 
unile rectilinii (1) ş (2) şi are sensul de la dreapta spre stânga. 


cu direcția —Oy şi 
F, = IIBsin0=0 


g. Un fir conductor subţire este îndoit sub formă de U, ramurile (| 
(2) fiind paralele și infinit lungi. Distanţa dintre ramuri este d=8 cm 
curentul care parcuge sistemul are intensitatea l=4 A. Ce fo 
acţionează asupra unităţii de lungime în punctul O situat la mijlo 
porțiunii MN a sistemului (fig. 34-8)? 


P.M.35. Câmpul magnetic produs de o  spiră 
tunghiulară parcursă de curent continuu 


a. Fie un conductor sub formă de pătrat (spiră pătrată sau 
lă pătrată) cu latura 2a şi parcurs de curentul de intensitate |. Să se 


ermine câmpul H într-un punct de pe dreapta ce trece prin centrul 
ratului şi este perpendiculară pe planul acestuia. 


Rp. Să alegem vârfurile pătratului. astfel ca acestea să se 

cască în punctele de coordonate: A(a.a.0); B(-a.a.0); C(-a.-a.0): 

-a.0) (fig. 35-1). 

Dacă în formula (P.M.1-2) punem d-=-d;=a, obţinem: 

J a l 

E = n ==- = (1) 
| ; 27r ya” aA 

Datorită simetriei sistemului, rezultanta H a celor patru 

âmpuri datorate curentului din cele patru laturi ale pătratului va avea 

irectia şi sensul axei Oz şi modulul: 


H =4H, cosa =4H, sin fi. 


Fig. 34-8 
i 1 a a 
Rp. Inducţia magnetică în punctul O are modulul: H= r 2 “mi 
a+r“ 
pol Hol (15 
4nd!2 md 


E 2] a” | 


(2) 


Vectorul B este perpendicular pe planul figurii şi îndreptat spre foai 
In acord cu legea lui Laplace (M.1.7), modulul forţei 
unitatea de lungime care acționează în punctul O este: 


_F ml 


zd 


De iapă 3 2 
z (a = Aa” +2" 


Dacă a << z, avem; 


F 


=80 uN/m; ( 
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b. Circuitul considerat la punctul (a) este parcurs de un curent | 
sitatea 1=20 A, şi latura lui are lungimea a=10 cm: să se ` 
ze intensitatea câmpului magnetic în punctul situat în centrul 


lui. folosind formula (2). | 
| 


tului, este invers proporţională cu BM. 
şi P este situat în mijlocul unci laturi a pătratului. | 
i i | 


Rp. Inducţia magnetică produsă de un fir rectiliniu, de l 
ime finită, parcurs de un curent constant de intensitate l, într-un | 
ct de pe mediatoarea segmentului de fir (fig. 35-2), este (P.M. l- | 


işi 
= m (2. cos 4) = 
m 
(4) 
z Lal cosy 
27 F 
Punctul M se găsește 
pe perpendiculara la | 
suprafaţa pătratului dusă | 
din centrul O al lui. i 
Proiecţia inducției Bi, i 
produsă în M de latura 
AB, pe OM , este 
Fig. 35-2 Bcosa. Astfel, inducția 
agnetică B, datorată întregului pătrat în punctul M are expresia: 


B, 
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5 4% | BP OP _ 
27 MP BM MP 


_ dul BP.OP 1 

=. ai 
27 OBM-MP 

Cum BP şi OP sunt constante, rezultă că 


LoM W. 
B 


d. Considerând acelaşi aranjament al cadrului ca în 


punctului a, să se determine câmpul în punctui M, de coordo 


(x,0,0) (fig. 35-3). 


Fig. 35-3 


Rp. Acum punctul! M se găseşte în planul pătratului, aflat 
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area unei laturi a acestuia. H se calculează cu ajutorul 
lui vectorial a doi vectori, care în cazul de față (vezi fig. 35-3) 


lanul xOy. În consecință, H va avea direcţia paralelă cu axa 
icând regula burghiului se vede că Hag, Hgc şi Hcp au sensul 
Aplicând regula burghiului se vede că Hag, Hec şi Hcp au 
axei Oz, motiv pentru care s-au luat cu semnul +, iar Hpa arată 
contrar, deci va avea semnul -. 

Se aplică aceeaşi formulă (P.M.1-2) ca la punctul (a) şi se 


ld x+a 
H ap < oa : ToT z 
„Ja + (x+ 0) a +x-a) 


X-a 


] 2a 


parran rama 


1 4a(x+a) Ja’ tata) 


Í x+a Xa 
D 7 4 Fo ğ zA Fi 2 
ZU | ja +(x+a) Ja? măi) 

Í 2a 
H pa EF i A 7 
4z(x-a)| Ja’ +(x—a) 
Avem deci: 
d 3 x+a III oe. AI 
ar |a Ja +a+a a Je + (aa) 
2a | RI 2a x—a 


să pe j e ca aie 
IFA ja alura XA a (ad) J 


i 
i 


= 
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| 2 å PE 3 
dd 1 k +(x+a) va + (a) Ș1+21+21* zi Îi LA ăi 1s 
2ra i x+a x-a i 1+ź 2 2 8 g 
z farf gp a 
sau E af dpi = fie 
ii a z F 2 2 8 
1+2 +2- Pa ij n i ; 
ji 2 Ie N vii 2 ta PEN AER 
Hs A ERE ARE XX 3 2 
27a a a g 
| see sa Js 3 P) 1 3 
| “i A -p fi af $ 
E 2 
a +t 
Pentru cazul —<<1, vom dezvolta în serie, după va r 
r =. 
[= ax, expresia din acoladă, oprindu-se la termenul d inal se obţine: 
După cum se ştie, avem: Jir O S da 
1 iad 3 7 ea — pi t ai a et: (8) 
lu E luu + =u? = ip TE [+1 8 2 
2 2 2 2 geot odată, schimbând în relația (8) pe t cu 4, avem: 
ii fe Se at aa ia 
deci cu y =2(t +1"), se scrie: 1227 +2 Dia, e Da Pa 
— "o ; =] +t +l ti (9) 
MIr SIHH -AE +F t je (=f A 
2 relațiile (7). (8) şi (9) rezultă imediat: 
l 3 sa 5 5 a z - 3 a 5 . 
Ea 3E AIJ- HAA set 2 SEA RA (10) 
8 8 2 mal x 2p | 
] n 
-a Fi t;s 
2 la da 
Deoarece Ba- te-a (11) 
| TX 2y 
—- Zi-t s 3 j = 5 . . ee 
ter ERE ekti Si, Semnul minus indică faptul că sensul lui FI este, pentru x > 0 


s sensului axei Oz. 
x r , re 7 
Observaţie: Dezvoltarea în serie a expresie! NI+27+ 27 se 


te obţine şi pe altă cale. 
Fie dată funcția: 


rezultă: 


| 
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1+2+ 247 
şi dezvoltarea ei în serie Mac Laurin: 
y i , PALE y" (O) 3 _ y” 
y(t) = y(0)+ 3 t+ S 4 r ta 
Dar, avem <A rând: 
y? =1+ 2+2? 
2yy'=2 +4 => yy'=1+2t 


4 
B= F 2 cosa 


yy"+y” a 2 


Il I 
yy” +3y'y" =0 


yy” +4 y” +3y"? SR 


yy" +5y'y™ ioy” =0 
De mai sus rezultă: 
VOL VOL POL: y™(0)=-3; y™(0)=9; y í a şi 


(petele Lp pi Lp 
ui 2 2 8 8o ece 


Fig. 35-4 


În consecinţă se poate scrie: 
By = Bac + Ben) 


Care este rezultatul, dacă spira este rotită cu 90° în j B b/2 b ; l a 

Ox, fără ca restul datelor să se modifice? sp = [2 = pe ȘI COR Par pe eee n 
e. Un conductor filiform sub formă de dreptunghi, c ăi b a` +b a` +b 

a şi b, este parcurs de un curent de intensitate ], aşa cum se y 2 =) 


fig. (35-3). Să se determine inducția magnetică în centrul 
circuitului. 


_» Hol a 


7 i: | 


Rp. În acord cu formula cunoscută (P.M. 1-2) şi cu fig, 
avem: 


I / 
Bi = 2 2 cos 8 F pan b FA. = spal = a iz 2Hol a? +p 
2z Ja? „pla b zab a +b2  7ab 
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-P.M.36. Spiră sub formă de dreptunghi, par 
curent continuu şi situată în câmp magnetic 


Forțele Fi şi Fs, care acționează asupra laturilor opuse (1) 


a. O spiră dreptunghiulară de laturi AB=CD=a mt egale, coliniare şi au sensuri opuse. La fel se petrec 


BC=AD=b=4 cm, este dispusă într-un plan orizontal, astfel c 
roti, cu un unghi a de câteva grade, în jurul oricărei axe care 
centrul ei de greutate. 1°. Spira se găseşte într-un câmp 
exterior şi omogen de inducţie B=0,4 T care are 
perpendiculară pe planul acesteia, intrând în foaie. Ca 


şi cu forțele Fa şi Fa. În consecință, forța rezultantă care 
asupra buclei este nulă, ca şi momentul acesteia, În 
descrise, prezenţa câmpului magnetic nu schimbă poziția 
spirei. 

Cum se poate realiza sistemul descris mai Sus (Rp. Cu fir de 
și cu fir răsucit). 

2°. Se pune aceeaşi întrebare pentru cazul când spira se poate 
urul unui ax coplanar, x’x, care trece prin centrul acesteia, iar 


momentul vezultant M al fortelor ce acţionează asupra aceste 
este parcursă de un curent, având intensitatea 1=8 A, în sensul 
pe fig. (36-1)? 
între normala ON la planul spirei şi direcţia lui B este a. 


Rp. Ca şi în primul caz, forţele F> şi F+ rămân aceleaşi ca 
şi sens, iar momentul lor rezultant este nul. În ceea ce privește 


Fi şi F, „acestea au valori egale cu F = JaBsin a şi sensuri 
insă nu sunt coliniare. De aceea asupra spirei acţionează un 
nt rezultant al acestor forţe, în raport cu axul de rotaţie, având 


M = laBbsina = ISBsin a (2) 
"unei forte fiind b/2, iar S=a'b este suprafaţa spirei. Momentul 


tant tinde să aducă spira în poziţia inițială. În cazul discutat. M 
recția axului i şi sensul de la dreapta la stânga (fig. 36-la); în fig. 


b) vectorul M are sensul spre foaie. 


3°. Cum se petrec lucrurile dacă inducția magnetică B se 
fe în ploa spirei şi este perpendiculară pe axul de rotaţie care 


Fig. 36-1 prin centrul ei? (fig. 36-2). 


Rp. Se aplică legea lui i Laplace (M. 1.4): 
dF=1I-dixB 


Forţele elementare sunt distribuite de-a lungul fiecări 
au ca rezultantă o forță care are punctul de aplicaţie ia 


Rp. În acord cu legea lui Laplace (!), Ai laturilor (2) şi (4) 
tionează forte. Asupra laturilor (1) şi (3) care sunt 
diculare pe inducția magnetică B , acţionează forțe egale având 


e E, = /aB ; acestea sunt aplicate la mijlocul laturilor (vezi 1°) 
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şi au sensuri contrare. Ca rezultat, spira este supusă unui 
forţe având momentul 
A M = laB -b = ISB 

care o face să se rotească în jurul axului OO°. Când a 7 
M = IsBsina. 
| Formula (3) este 
şi în cazul unei bobine p! 
N spire plane, de < 
oarecare, având 
suprafață (M=NISB). 

Cu datele din 
problemei, se obţine 
M =7,7 -10° Nm. 

b. Spira . descrisă 
punctul (a) se poate roti 
axei Cy; vârful C se gă 
centrul axelor de coord 
Cxyz (fig. 36-3). Spir 
într-un câmp magnetic 
de inducţie B=0,4 T, para 
axa Cx. Care este m 
forței necesar pentru ca 
se găsească într-un plan 
unghiul a cu planul xCy 


D X (4) A 


Fig. 36-3 


Fig. 36-2 
Rp. Din cele de mai sus rezultă că: F34 = IbBsina 


orientate după verticală, în sus şi în Jos, iar F, = laB este 
spre foaie şi este egală cu 0,19 N. Aceste trei forțe nu intervi 
poziției spirei; să se dea explicaţii. 

Forţa care este aplicată la mijlocul laturii (1) este F 


iese din foaie. 
Aplicând formula momentului forței şi ştiind că braț 


bsina, se obține: 


Ab 


med 


AI 2At 


nla acesteia este R=0,4 Q? 
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Rp. Se aplică formula M(3.3): 


M =F - bsin a = 0,0038 Nm. 


c. Ce moment ul 
cuplului de forțe 
acționează asupra spirei, 
dacă aceasta se poate roti 
în jurul unui ax care trece 
prin centrul ei şi este 
paralelă cu Cy, 


Rp. Momentul 
forțelor rămâne acelaşi, 
deoarece acum acționează 
două forţe egale cu cea 
anterioară, dar brațul 
acestora se înjumătățeşte. 

Să se discute cazul 


în care inducția B este 
paralelă cu Cz, restul 
datelor rămânând ace- 
leaşi. 


d. O spiră pătrată cu laturile de 1=6 cm, se găseşte într-un 
magnetic uniform de inducţie Bo=0.8 F, ale cărui linii de câmp 
ează unghiul u=30 cu normala la planul spirei. 1%. Care este 
medie indusă în spiră, când inducția magnetică scade până la 
area B=Bg/2 în intervalul de timp At=2 s? 


Rp. Se aplică formula M(3.1) şi se obține: 
| Se 
ea =-= = — sin a = 0,36 mY. 


2 c sat n dia EP: i vaii g 
2°, Ce sarcină electrică este pusă în mişcare în spiră, dacă 
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A BS- 
Q= ” =——sina =1,8 mC. 
2R 


Numai laturile a taie linii de câmp. Tensiunile 
are care apar în aceste laturi sunt egale cu e=Bav și 
n opoziție. Astfel, prin spiră nu va circula curent (1=0). 

O spiră dreptunghiulară rigidă, de lăţime /, se găseşte 


un câmp magnetic uniform de inducţie B, normal la 
rei cu sensul spre foaie. Câmpul magnetic este strict limitat 
ea punctată MNOP (fig. 37-2). 1°. Care este intensitatea 
indus ce parcurge spira, când aceasta se deplasează cu 


3°. Care este expresia t.e.m. induse în spiră, d 
magnetică variază după legea B = B, sin æf , în care o= 


Rp. Vom folosi formula M(3.1): 
e=- Și = —Byso sin a cos at = -0,8 - (0,06)° 
-sin 30” -cos(1007 - £) 


Dacă t=2 s, avem: 


= —0,8 - 0,0036 -1007 - — 3 -cos 2007 =—0, 288.7 


` 


stantă v (spre dreapta). 


P.M.37. Spiră dreptunghiulară parcursă de « 
deplasează în câmp magnetic 


a. O spiră dreptunghiulară ABCD din fir condu 
laturile a şi b se găseşte într-un câmp magnetic uniform 


B, perpendiculară pe planul acesteia (fig. 37-1). Spira se 


cu viteza constantă v, în direcţia laturilor b, rămânând în 
Care este intensitatea curentului indus ce parcurge spira? 


Fluxul magnetic prin porțiunea AEFD a spirei are 
= BS = Bix. Tensiunea electromotoare indusă (de 
„ ce apare în această porțiune a spirei. este (M.3.1): 


p. 


Fig. 37-i 
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nergia mecanică se transformă în energie electrică, P=el, iar 
se transformă în căldură, care, după legea lui Joule are 
PRI"; adică avem: 


-2 pi = Bv, 
di dt 


unde v este viteza cu care spira iese din câmpul magnet 
t.e.m. este localizată în latura AD a spirei. 
Expresia intensității curentului indus care parcurge 


e _ Bl 


| : R È ; 

şi are sensul indicat pe figură (după regula mâinii drepte). 
2°, Să se arate că, în cazul funcţionării acestui 
verifică cantitativ principiul conservării energiei. 


| PePe P (6) 
O spiră dreptunghiulară lungă, de lățime l, masă m și 


R, începe să se deplaseze în direcția axei Ox cu viteza v. 
mereu în același plan orizontal, sub acţiunea unei forțe 


e F. care are aceeaşi direcție. Iniţial, în spaţiul în care se 
pira nu există câmp magnetic, iar în spaţiul din dreapta ei, 
u planul verti S ini ă, care tr 
dcu p rtical, desemnat cu o linie punctată, care trece 
tura MN, există un câmp magnetic uniform de inducţie B. 
diculară pe planul spirei (fig. 37-3). Care este expresia vitezei 

se va mişca spira? 


Rp. Lucrul mecanic pe unitatea de timp, care est 


forța exterioară F ce face ca spira să se deplaseze cu vite 
expresia: | 


A 23 Fy 


Forța F trebuie să fie egală cu forța í 
electromagnetică F° ce se opune mişcării spirei, deoarec 
este parcurs de curentul indus (2). Pentru a cunoaşte ace 
aplicăm legea lui Laplace (M.1.7). Asupra laturii BC nu 
nici o forță, deoarece aceasta nu se găseşte în câmp magne 


f şi f', care acţionează asupra laturilor AB şi DC, su 
direct opuse; ele nu influențează mişcarea spirei. Singura fi 


N////// 
D, 


opune lui F şi este egală cu aceasta, este cea care acţio 


laturii AD şi are expresia: 
. 3 53 


E = 
F'= F = IIB = v Fig. 37-3 . 
Din cele de mai sus, se obține: | i A a ie 
: ppa? Rp. Fluxul magnetic prin suprafața spirei este: Bix(t); t.e.m. 
E is | 5 o 
zii R în aceasta are expresia: e=-—Bl P fiind localizată în latura 
Í 


coarece în celelalte laturi t.e.motoare sunt nule. Curentul de 
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intensitate I= 
actioneze forța Laplace 


Esa dx 


Fy = JiB = ic 


care este de sens opus forței F. 
Ecuația de mişcare a spirei are expresia: 


dx PB? dx 


m = FT 
d R di 
dx PBR dax F 
sau: = eee —-——=0 
d? mR d m 


d 
Cum — = v, avem: 
dt 


Dacă la momentu! t=0, avem v(0)=0, atunci 


D= + Ta 
| L 


“ap e ] 


Forţa Fm creşte în modul cu timpul şi tinde să fie 
La echilibru, viteza finală este constantă şi are expresia: 


FR 
PB? 


v, = 


P.M.38. Spiră dreptunghiulară parcursă d 


roteşte în câmp magnetic 


e/R, care parcurge spira, face ca asupr 


R dt’ 


FR + 
. de aici reiese că C = "Ep În final rez 
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a. O spirà rectangulară, de laturi a și b, se găseşte într-un 
agnetic uniform de inducţie B . Spira se roteşte în jurul axei 


rpendiculară pe vectorul B, cu viteza unghiulară constantă o 
1). Să se deducă expresia t.e.m. induse în spiră, prin aplicarea 
Faraday (M.3.1), sau a formulei lui Lorentz (M.1.3). 


Fig. 38-1 


u vectorul B. În consecință (M.3.1) avem 


di 


Rp. Inducția magnetică fiind constantă în timp, t.e.m. indusă 
tus este nulă. Apare deci, în spiră, o t.e.m. indusă de mişcare. 
ă mişcării spirei în câmpul magnetic. În orice moment, fluxul 
ic prin spiră este: g = Bscosal, unde s=ab este suprafata 
ar æ=0t este unghiul pe care îl face normala la suprafata 


d 
a Bso sin wl . a) 
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Asupra unui electron din laturile b, acţionează, în c 
date, o forţă Lorentz: 


F =g 


n 


p. Să presupunem că inițial, spira se găseşte în planul xOy. 
agnetic prin spiră este maxim, având expresia: 
Ø = Bs sin æl , unde s=ab. 


vx p| =evBsin a, 
i 

] . i NNS =- Dacă œ@ +#@', atunci variația totală în timp prin suprafața 

unde v =— a „iar a = este unghiul dintre vectorii v ş A 

= B ssin(o't — o)}sin øt . (3) 

upă legea lui Faraday avem: 


a ' 
F, =evBsinol =e A wB sin ol 
„slocosorsin(o'f —p)+ + o'cos(o'r - p)sinal] (4) 


Această forță este echivalentă cu aceea care s-ar dat 


câmp electric având expresia En =vxB sau 
fo l ; 
E, =—=-z7a0bsmøt. 
a A 


tatul se poate obține și procedând în alt mod. 
Să calculăm, mai întâi, t.e.m. de transformator 
aus), când spira nu se roteşte și variază numai inducția 


Câmpul En este de natură neelectrostatică şi se defi 
raportul dintre forța neelectrostatică Fn şi sarcină. 
Tensiunea indusă de la capetele unei laturi b va fi £, 


“Fluxul magnetic prin spiră este: 

g = Bs sin æt = Byssin ofsin(o'/ — p). 

În consecință, avem: 

e, = Boso'sin ol cos(o'! — g) (5) 
Considerând acum că B este constant în timp, t.e.m. indusă de 
re, datorită faptului că spira se roteşte, se calculează ţinând cont 
ile inducției e.m. 

În laturile PM şi NO, nu apar t.e.m. induse, deoarece acestea 
> linii de câmp. 

T.e.m. în OP este nulă, deoarece aceasta nu se mişcă. După 
im, t.e.m. indusă în latura MN are expresia: 


consecință, t.e.m. indusă în circuit este € = dfE.al = 26 bi 


£ = aboB sin ol! = s@B sin o, 

expresie dedusă anterior (|). i 
Tensiunea e depinde de suprafața s a spirei şi nu 
circuitului. 
Sistemul descris este prototipul alternatorului, care p 
tem. sinusoidală. 
Yi bO spiră dreptunghiulară (MNOP), având laturile a 
roteşte uniform în ju 
OP cu viteza unghi 
Spira se găseşte înt 
magnetic uniform < 
B=Bpsino t, având 
perpendiculară pe 
(fig. 38-2). Ce t.e.n 
circuit? 


a u u 
m- [o x B)-dl = [+a cos dl = fobB cos ord. 

0 0 0 
wb. 
are, se obține: 
e, = Bso cos ot sin(a'! - ) (6) 
Deci, t.e.m. care apare în spiră datorită faptului că aceasta se 


(8) N X Fig. 38-2 (mişcă) într-o inducție magnetică variabilă, are expresia deja 
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Cazuri particulare. Când o'=co şi la momentu 
B= B,, iar vectorul B este perpendicular pe planul spire 
ul este nul (g =0). În acest caz, expresia î.e.m. este: 


e = Byssin 201 


defaza) 


Când o'=a şi la momentul inițial B= By, dar 
paralel cu planul spirei, atunci p=-1/2 şi 
e = Byscos?0f 

c. Spira descrisă anterior (pct. b), se găseşte acum 


câmp magnetic uniform de inducție B perpendiculară pe 


rotație al acesteia, iar viteza unghiulară are e 0 
o=0, l-e), în care a este o constantă. Dacă la mo ! a N M 
= i 
inițial, vectorul B este perpendicular pe planul spirei, care esti ' acos q 
indusă în aceasta? . (a) (b) 
Fig. 38-3 


Rp. Expresia fluxului magnetic prin suprafața spirei este 
ġ = ByScosal = Bos coslo, (Q-e“)|. 
Aplicând formula (M.3.1), se obține: 
d 4 í 5 
MS, BSE sinlo, (1 -e Jl- oae i 
dt 
d.O spiră dreptunghiulară de laturi a şi b, se roteşte (u 
cu viteza unghiulară © în jurul unui ax care se găseşte în 
acesteia şi este paralelă cu latura b. Spira este plasată într-u 


Rp. Când x=0 (fig. 38-3 a şi b). fluxul care străbate cadrul 
- BScosa = BScosal, unde S=a:b şi a=0l. T.e.m. 
în spiră, după legea lui Faraday (M.3.1) este: 

dp 
e =- = BSosin ol 

di g (10) . 
„ea maximă a t.e.m. nduse este £, = BSo. 
Dacă 0<x<a (fig. 38-4), proiecția laturii a=a, +a, pe 


magnetic uniform, de inducţie B perpendiculară pe axul de ro Cenis a; șI 

momentul t=0, fiind perpendicular pe planul spirei. Inițial, a iniţială a laturii a — când vectorul B este normal la suprafața 
rotaţie coincide cu latura b. Cum variază t.e.m. indusă în sp! 
axul de rotaţie se deplasează spre dreapta (fig. 38-3), paral: 
însuşi. aflându-se față de poziţia inițială la distantele: 0<x<a şi 


a, COSA + a, COSO = (A, + a ) COSA = 4 COSA . 
Cum B şi b nu se modifică, se obțin pentru B şi b, aceleași 
sii ca mai sus. 
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N 
N 
a2 | Li 
| \ 
| \ 
| \ 
| \ 
y o | 
Fig. 38-4 Y | | 
În cazul lui x>0 (fig. 38-5), avem a = a, — a. ot \ l i 
r! l 


Proiecţiile segmentelor a, şi a, pe direcţia laturii 
ai cosa şi a, cos. 
Proiecţia laturii a pe aceeaşi direcţie este acum: 
a, COSA — a, COSA = (a, — a, )cosa = a cosa 
Se constată că, în toate cazurile discutate, se obţine 


Fig. 38-5 


Rp. Să considerăm un cadru dreptunghiular MNM’N? de laturi 
şi un conductor rectiliniu dispus după axa Oy, care este parcurs 
curent de intensitate I, având sensul indicat pe fig. 38-6. Fluxul 
netic prin suprafața cadrului arc cxpresia: i | 


d+a d 
p = fel ar [ay Holt im , 
d 0 


rezultat. 
p)Să se arate că principial, când câmpul magnetic 


uniform, - de exemplu, este produs de un conductor rectil 
parcurs de curent -, t.e.m, care ia naştere în cadru nu este sinu 
deşi acesta se roteşte uniform cu viteza unghiulară o. 


27r 2r d 
_ Mol 


B 


Dar 
> presupunem că rotația spirei are loc în jurul unui ax ce 
ne latura MM’. In aceste condiţii fluxul ® rămâne constant. 


rece vectorul B este perpendicular pe suprafaţa cadrului în tot 
i! rotației. | 
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Privind de sus, după o rotaţie a cadrului de un ung 


obține fig. 38-7, care ne furnizează elementele necesare r?+s*—d'  2s'+2dscosa s+dcosa 


Icula fluxul O. sp = 
calcula îluxu p JP Fps f a 
y 
I A M' 
die | 
b B | 
& | 
| 
M ! 
9) [l 
ARENA N EEEE | 
d a i 
Fig. 38-6 | 
Acum, expresia fluxului devine: i PE Fig Br, 
I% decos B 5 Cele de mai sus permit să se serie: 
p= [Bcos pas = | FE fay Ll} _ (s+doosa)jds 
. Ta f p 27 3 (d? +" +2dscosa) 
În acord cu fig.(38-7lavem: Llb îi jura 
0 Da aa ia = 
r? = d? + 52 —2dscos(r-a) etala rs + 2dscosaj, = 
d? =? +8° —2rs cos P _ Holb ln d +(d +a} +2d(d + a)cosa 


4r 2d? + 2d? cosa 
Deci, fluxul O nu este proporţional nici cu cosg = cosal şi 
cu sina =sin ot. 
e. O bobină pătrată se roteşte cu viteza unghiulară o, într-un 
dmp magnetic variabil a cărui inducţie magnetică la momentul / este 


de unde rezultă: 
r=(d? + s? + 2dscosa)!'? 
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B=B,sin(kt +a); 


la momentul ty=0, avem 0 = (kr + a) =0. Care este t.e.m. 1 


bobină? 


Rp. Vom aplica legea fluxului cuprins (M.3.1). La moi 
t, fluxul magnetic prin bobină este: 
p = NI” B cos æt = NI? B, sin(kt + 4): cos æt . 
De aici se obține expresia t.e.m. induse: 
d 
fa -NI kB, cos(ki + æ) cosol + 


(E er a 
dt 
+ NPoB, sin(kt + æ): sin of 
Primul termen reprezintă o t.e.m. de repaus (de tipul transfo 
iar al doilea este o t.e.m. indusă de mişcare. 


P.M.39. Spiră sub formă de poligon parcursă d 
continuu ; 


a. Să avem acum un conductor subțire sub formă de 
care este înscris într-un cerc de rază 


regulat cu n laturi, 
intensitatea I. Ce valoare are 


parcurs de un curent continuu cu 
magnetică în centrul poligonului? 
Rp. În acest caz este mai practic să aplicăm formula 
Al au 
B= "(sin 8, -sin8,), 
4ra 
n locul celei deduse în cadrul problemei (P.M.1). Acum $ 
nsă unghiurile 8 (fig. 39-1), în loc de unghiurile a. 


A = a 
În fig. (39-2), avem: d = OA; cos = F şi a=% 
n : 


î 
î 


Probleme de ma 


tostatică și inductie electromagnetică 


ȘI Fig. 39-2 
Aplicând formula (1) se obține (fig. 39- 


217 
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f . . 
Bap sin 2 sn- al = 
477R cos á 
n 


I 1 
e E pe ca pa E 


7 
47 cos 
n 


Dacă n — œ, - adică poligonul tinde spre cerc, avem: 


im 
n>n 2R 


b.Să se exprime inducția magnetică B într-un punct M 
pe axa poligonului regulat descris la punctul {a), în funcție de |, 
|. unde I este distanța de la punctul M la un punct al cercului. 


Rp. Se poate aplica formula (P.M.1-2): 


ik f 
2 (cosa, - cosa, )= É. 2cosa,, 
4ra 4ra 

căci cosg, =cos(7 —a,)=-cosa,; PQ=L este una din la 


poligonului (fig. 39-3 a). 


[Bro 


Din motive de simetrie, B va avea sensul axei polig 


(OM); deci proiecția lui Bop pe această axă va fi a (n-a) parte d 
(căutat). Cu notaţiile de pe fig. 39-3.b, din asemănarea a 
triunghiuri, avem: 


Fig. 39-3 
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pata arcurs de un curent având intensitatea l, atunci când numărul de 
2s n de R cos Z -ON=a turi şi conturul tinde să ia formă de cerc. i 
—— = „un Sti: = » 
B, a' „n 

rg Rp. Formula (2) 
ERE EA Sr, 
Tinând cont că 1’ = a? +R’ sin” —, se poate scrie: E a n zr : 
l n a NEM (6°) 
27R n 


te expresia intensității câmpului magnetic produs. de un poligon 


R i R in? 
nR COS: SIN -- zi , F D A 
pol n HgÎnR gulat cu n laturi çare este înscris într-un cerc de rază R, în centrul 


B= n, : sin — cos t CU 1 un cerc € 
F 27a’ ] 2rla” n cestuia, când este parcurs de un curent de intensitate L. 
Ra m Când poligonul tinde spre cerc, avem n —>% și valoarea lui 
sau B = m sin — COS „devine ( ): 
oi -R sin? O” I 
27 — á AEA (7 
2R 


Luând ca valoare de referință pe Ho, abaterea relativă a lui H, 
tă de Ho este 


Se vede că, dacă M se găseşte în centrul poligon 


regăseşte rezultatul de la punctul (a). i 
c. Plecând de la formula (5), să se deducă expresia in 
magnetice produse de o spiră circulară de rază R prin care ci 


curent de intensitate |, într-un punct aflat pe axa spiret. 


H Fl 


Dacă n=3, se obține (AH / H,)=0,63; când n=4, avem 


— o. Astfe | 
AH / H )=0,27, iar pentru n=10, se găseşte: 


Rp. Poligonul devine cerc, atunci când n 


Lu IR? 
w Br a „ = (AH / H,) =0,02. 
I — R° sin Valoarea lui H în centrul poligonului scade când numărul de 
“n turi creşte şi tinde către valoarea minimă Ho. 
e. Se pune aceeaşi întrebare ca la punctul (c), cu deosebirea că 
i sin P. IR? tl R? cum lungimea conturului rămâne constantă. 
1m- 32 3 


Rp. Se pleacă de la aceeași formulă care s-a aplicat la punctul 
nterior (6°) şi se ține seama de faptul că lungimea conturului rămâne 
onstantă şi egală cu lungimea cercului de rază Ry, care se obţine când 
_> co. Dacă n este numărul de laturi, fiecare de lungime |, şi R, este 
a cercului circumscris (fig. 39-4), se poate seric: 


n | 
s-a obţinut un rezultat deja cunoscut (M.1.58). . 

d. Folosind unele rezultate obținute la punctele a $ 
e variație a intensității câmpului magnetic 


discute sensul d i 
lat din fir conductor înscris într-un cerc de 


unui poligon regu 
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T as TARI 42 . = Ca rocă 
p 3 ŞI Cum HI, =1/2R, ca şi în cazul anterior, se obţine 
1,72 area expresie a abaterii lui H, faţă de He: 
ip E? ERN 9I 3 Ş Li 
H.-H, 2a 27R, 2R 
ln /2 2 o = 0 n37 -1037 
H, 1/2R9 
ul lui n=4, se obține 
427 AH 
H eg ȘI =1]5-—1=0,15; 
m` Ry dis 


- CO ). 


P.M.40. Conductor filiform constituit din părți rectilinii şi 


a. Un fir conductor are forma arătată în fig. (40-1); raza 
țiunii curbate este R=10 cm, iar 2ọ=90°. Care este inducția 
gnetică în punctul O, dacă conductorul este parcurs de un curent cu 


ensitatea I=8 A? 


îi Fig. 39-4 
Aplicând formula (6°) avem: 


Rp. Inducţia B în 


ni i 2 . 
Vo = tg = nl sinz/ n gZ se, l air 2 pu 2. n punctul O se compune din 
278, n 271, /2 n ml, n E a două părți, ambele având 
wI. m am aceleași direcţii şi sens (spre 

da Sin —[g— foaie, perpendicular pe ea). 
O parte, Bı este 


zk n n 
unde k =27R, =nl,. 


De exemplu, dacă n=3, formula (10) ne dă: 


produsă de segmentul 
rectiliniu PQ care este latura 
unui pătrat, modulul acesteia 


H, = = sin i tg T 9I A3 3 ai DL este (P.M.39-2) 
ak 3 3 m3h 2 2al; i B Hol ii îi Hal 


unde /, = 27R, /3. l R? 4 2aR 


284 ` K. Tutovan, 1. Gottlieb 


285 


Partea B> este produ-să de arcul de cerc QP (3/4 di 
are modulul M(1.59) i 


a de Arata di ; = 
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zi Hod 4 Hol sh E z) 
2aR 4R 4R na 

c. Să avem un fir conductor din care se execută un contur de 

ma celui arătat în figura 40-3a şi un altul din care se execută un 

tur de forma celui arătat în figura 40-3b. Razele a şi b, unghiul 


=7/2 şi latura b a pătratului sunt cunoscute; se precizează că 


(3) B 


Astfel, avem: 
B-41 $ zl iu uT. 
2R æm 4 4 
b. Să presupunem că un conductor filiform poate lua fi 
indicate în fig. (40-2 a, b şi c) şi este parcurs de un curent 
intensitatea I; părțile rectilinii ale conductorului sunt infinit de 


a. Ambele circuite sunt parcurse de curenți egali ca intensitate 
|. Să se determine inducțiile magnetice în punctele notate cu litera 


iar cele curbate au raza R. Să se determine B în punctul O. 


(2) 
(1) R (3) 
O 
ii 
a 
Fig 40-2 a b 
Rp. În cele trei cazuri, a'em: 
ft Hol Fig. 40-3 
] B =B.=08B = ——— ig. é 
a a. | d inducției 
3 3 În pri ibuie la producerea inducției 
Hol Skol ml (3 Rp. În primul caz, contribuie la pro iue 
PI d tit AR 8R Cala z] magnetice în O numai %4 din cercul de rază a şi 1⁄4 din cercul de rază b. 


Portiunile de tip cd nu produc câmp magnetic în O. Astfel avem: 
-SHl bel al) 
4 2a 42b 8 au b 
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În cazul al doilea, 3⁄4 din cercul de rază a produce în pur c 


inducția B, = 34o 1/8a. 
După formula (P.M. 39-1), o latură a pătratului prod 
punctul O inducția magnetică: 


B = Hui | sint E -sin0)- A Jet ee 


În cele din urmă, avem: 
Yni om2 ul [37 „Ala 
8a Ab? 4r Pi b 


d. Circuitele de forma arătată în figura (40-4-1, 
constituite fiecare din câte un fir conductor parcurs de un cure 
intensitate I=4 A, au unele porţiuni rectilinii sau curbate, în pi 
diferite. Razele porţiunilor curbate sunt egale cu 0,1 m, iar porți 
rectilinii sunt foarte lungi. Să se determine inducțiile magneti 


centrele porțiunilor curbate (0). 


B=B +28, = 


Fig. 40-4 


Rp. În primul caz, dacă versorii celor trei axe de coordonate 
unt i, j,k , avem M(1.29), M(1.59); 


= o od Ps A ara 
Fi a Bye T Ba at 
ae goli Și Ba = palet 


Din cele de mai sus rezultă: 


2_[ Hol Lal Alo 
B; =| — | +H — 4 
(25) = (a)i te'h 


=(8,+8,) 


A7R 


Hol + B = Hol = 
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Rp. Inducţia magnetică în punctul O, datorată celor două 
uni rectilinii este nulă. De ce? 

Aplicând teoremele lui Kirchhoff, se găsesc expresiile 
sităților curenților care parcurg cele două ramuri: 

a a ni 


ÎS şi l, = - (1) 
r +r, r +r 


f Iy To ati IY | 
pal Po] gp Hoo He] =] Fo] pai 
AR 4R 47R 4R 


il =e 

şi B=. oroare? =17 pT. 
AR 
În cazul circuitului (3), folosind aceleaşi formule ca şi 


înainte, rezultă: 


Inducţiile magnetice produse de cele două semicercuri în 


a F ocr ea yo S ” 
Bi = Hp (=k), Ba a 3 şi Bs Hol ai), actul O sunt: 
Arh 4 2R AR A 1 
LIY (3u TE fu TA H= Şi Bas (2) 
R= Alo „| 240 Ho =| A [2 + or 4R ă 4R 
47R 8R 4R 4aRj ` 2 Inducția magnetică în punctul O, are intensitatea: 
Ei IL | Si 
-g W 3x S- aTh h-a A/m; (3) 
şi = e =) =19,5 uT 4ARn +r,) 


este perpendiculară pe planul cercului şi are sensul de la cititor spre 


ie. De ce? 
2%. Ce valori, minimă şi maximă, poate lua B, în funcţie de 


alorile rezistențelor ri şi r2? 


e. Un sistem este constituit dintr-un fir recriliniu, infinit lu 
care se bifurcă în două ramuri semicirculare şi apoi capătă iar 
direcţia iniţială, continuându-se până la infinit (fig. 40-5). Firul e 
parcurs de un curent cu intensitatea I=20 A; cercul are raza R=20 f 
iar semicercurile au rezistențele r;=4 Q şi n=8 Q respectiv. 1°. Să 


determine intensitatea câmpului magnetic în centrul spirei. Rp. În acord cu formula (3), când 7, =>. rezultă H=0. Dacă 


: =% , ramura cu rezistența n va fi parcursă de curentul I, şi avem: 
=-25 A/m. 

f.Un fir conductor de forma celui arătat în figura 40-6, este 
arcurs de un curent de intensitate 1=10 A; sistemul se găseşte într-un 
câmp magnetic uniform, de inducţie B=0,5 T, perpendicular pe planul 
urii, cu sensul spre cititor. Porțiunile rectilinii au lungimile h=h=10 
m, şi semicercul are raza R=10 cm. La ce forță este supus firul? 


Rp. Asupra porţiunilor rectilinii acţionează forțele (M.1.8): 
F, = F, = IBI . Din figură se vede că un element dl al semicercului 


Fie. 40-5 ste supus forţei: 
5 dF = IBdl = IB(R - da) (4) 
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având direcţia radială cu sensul spre centrul O al 
Componentele orizontale ale două elemente dispuse simetr 
raza perpendiculară pe AB se compensează. Deci, efectiv 
elementelor de cerc acționează numai componentele vertical 
totală care acţionează asupra semicercului are expresia: 
SO 
q “ol P 
a 
Fig. 40-7 
I l1 easta are valoarea 
Í 
M pati; 
4R 
Fig. 40-6 ctorul B este perpendicular pe planu! figurii şi îndreptat spre foaie 
T T m ta 
5 5 A F TORES NAT lu 
Ey = [ar sing = [UBRda) sin a = JBR [sin ada =2IRB Forţa F este dirijată în jos şi At mnădli il 
ò 0 0 F= ipe Hod ' 
Forța care acţionează asupra semicercului este egală cu AR 7 
care ar acționa asupra unui fir rectiliniu de lungime 2R. Forti r forța pe unitatea de lungime este 
acționează asupra întregului fir este: F ul? 
0 
F=E +F; +F, =21B1+ 2IBR = 2IB( + R), = T = pry = 62 uN/m (7) 


sau F=4IBR=2 N. 

g. Un circuit, constituit din fir conductor subţire, are 
unui semicerc închis cu un diametru şi este parcurs de un < 
continuu'cu intensitatea 1=4 A (fig. 40-7). Să se determine fort: 
acţionează asupra unităţii de lungime, în punctul O, dacă raza ce 
este R=8 cm. 


Dece se precizează că firul este subțire şi de ce nu intervine în 
alcule diametrul QP? | 

h.Un conductor filiform care are forma unui dreptunghi, 
\BCD, cu laturile a şi b, este parcurs de un curent având intensitatea 
° Să se determine intensitatea câmpului magnetic în punctul O de 


retăiere al diagonalelor acestuia şi 2°. Să se determine MH într-un 
uncet N aflat pe normala la planul dreptunghiului. în punctul O. dacă 


Rp. Se poate aplica legea lui Laplace (M.1.8); pen 
tanța ON este d. 


determina forța care se exercită asupra unităţii de lungime în 
semicercului, este necesar să se cunoască inducția magnetică pr 
de sistem în punctul O. 
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Rp. Observând figura (40-8), se 
laturi, au aceeaşi direcţie şi sens. 


produşi de cele patru 


D 
b 
À 
a/2 P 
Fig. 40-8 


căci acum di<0 şi d, = 


-d, (fig. 40-9). 


Probleme de magneiostatică şi inductie electromagnetică 293 
Ib 
vede că toți vector H pc e A (10) 
l ma Ja +b’ 
Formula (P.M. 1-2") Intensitatea câmpului magnetic total în punctul O este: 
C H = J d, H = 2H y + 2H y= 7 z- e) 
2ax| fd? +x zdat le BI 
O u èb A ra (11) 
= Va +b- 


= : ; 
ma +b? ab zab 
o A . . 
2°. În cazul punctului N, distanța x=NP se obţine din relația 


NP =OP +ON- (fig. 2) scriind: 
2 b’ 2 1 
x ale au d şi dica Lă +4d? 


Acum, relaţia (2) devine: 


d, 


i : 
2 2 
Jd? +x 


B în cazul punctulu 
referitor la o si 
latură, se serie: 


_21 d, — I 2 
ama ja + H an => - =: a/2 _ 
xy + + - 
Pentru latura I 4 4 (12) 
deoarece d =at? =n a _ 
x = b 1/2, avem: Nb? + ad” Ja: +b? +4? 
2 ara Acest câmp trebuie proiectat pe verticala î w unele 
Haz 4 7 fa i 12) trebuie înmulțită cu pe verticala în O, adică expresia 
Til 2 
|, + inaite e i PO ___b/2 
4 PN Ta ~ pe : 
_ la 2 dla PM +d | yd? 
2mb Jeb ™ b w 
| = 
— PON Je taa? T 
ig + a XDr a iad o Aia A a D 3 a 
a b 1a kez în intensității câmpului magnetic tota! în punctul N se 


Fig. 40-9 
magnetic datorat 
schimbând pe u cub; în (9): 


câmpului 


laturii BC în punctul 0, 5 
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| ps 
PE ETT 
1 b 


a 1 _ 
i = 2 2 [o 
Ja +b tdd? a +4d ja +b’ tAd? 


2lab 1l Fi 1 | 
ma brad Lb? +4d? a’ +ad’ 


M.12. SISTEME CU DISC 


Cosa + JH BC 


=i 
Hy FA P.M. 41. Disc conductor parcurs de curent continuu 


a.Să considerăm o suprafață plană, inelară (un inel plat de | 
osime - neglijabilă), care este parcursă de un curent uniform | 
stribuit, de densitate i liniile de curent fiind cercuri concentrice. | 
ele interioară și exterioară ale suprafeţei să fie R, şi Ra respectiv. | 
se determine inducția magnetică într-un punct de pe axa inelului, 
spus la distanța a de centrul ei (0). | 


Rp. Se consideră suprafața ca fiind constituită din inele 
ementare de lățime dr, care sunt parcurse de curenți elementari 


el dr (fig. 41-1) căci ata ia iar di = dr. 


e mN à l 
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Intensitatea câmpului magnetic produs de curentul d 
circula prin zona circulară de rază cuprinsă între r și r+dr are expi 


(M.1.58): dH = — 
2p 


I_ r°`dr 
2(8, -RQ O +P 
notațiile fiind aceleaşi ca cele din fig. (41-2). 


Fig. 41-2 
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m se poate scrie: 


i rdr 
H= faH TNR, ale raye 


Į ce iati 
28, — R,) Jia 


final, se obține: 


I me, R, R, 


"32, 2) R, tP JR +a? "eee 


În centrul inelului Aih avem a=0 şi 
I R, 
Hgs =l (1) 
dh =R) Ri 
Dacă R-=R şi R, =R- x, atunci, la limita x —> 0 , suprafața 
lară devine o spiră circulară şi va trebui deci să se obțină formula 
noscută (M.1.60). Astfel, se poate scrie: 


lim H, = lim 4 In R = j lim hng- — Inc - x) 
x i v—=0 2x R -x 3 ssd FI 


aplicând regula lui l’ Hospital, avem: 


lim H, = = ai LE 24 Sp 

+0 2 x=0 ] 2R 
b. Un disc subțire, de rază R=5 cm, este permanent magnetizat 
-a lungul axei sale. Să se evalueze valoarea “curentului molecular” 
care curge după periferia discului, dacă inducția magnetică pe axa 
cului în punctul aflat la distanța x=20 cm de centrul lui este 


LI“ T 


Rp. După teoria lui Ampère, discul magnetizat produce în 
nctul M (fig. 41-3) aceeaşi inducție magnetică ca şi un curent de 


i Probleme de magnelostatică şi inductie electromagnetică 299 
298 V. Tutovan, 1. Gottlieb i £ 


Câmpul electrostatic 
ce acționează asupra 
electronului este: 


intensitate l, care ar circula printr-o spiră de rază R, având 4 
muchiei discului. Amperianul lą produce în punctul M in 


magnetică (P.M.27.e): 2 
g- ola R? | E == e = (2) 
E 23 l E 
M 2 (Rr) l Circulaţia lui E, 
Din cele de mai sus rezultă: i E între punctele O şi P 
2 ETE | l mec : i 
I 2B(R +x y“ l reprezintă tocmai d.d.p. 
GNE 3 = rN!I/E căutată: 
g aR 5: SII see R 
-2B =458 A ji s V-V, = [Esdr = 
La R $ R R i 
N unde s-a considerat că R<<x. P i = [E dr = (3) 
d 0 
Š m > R? 
e 
Fig. 42-1 


Fig. 41-3 | 
-Cu datele m =0,91-10% kg, e=-—1,6:10 C şi cu cele 


P.M.42. Disc conductor în rotaţie. Discul lui Faraday ouale. ses obtine: 


Vo -V, =1,12-10° v 

b. Discul conductor descris mai sus, se roteşte într-un câmp 
gnetic uniform de inducție B=0,8 T, care are direcția 
rpendiculară pe suprafața acestuia, adică este paralelă cu axul de 
tatie. Sistemul este completat cu diverse piese auxiliare. Două perii 
talice care apasă pe ax şi pe periferia discului, constituie două 
ntacte alunecătoare fixe; astfel se poate constata ce fenomene 
tromagnetice se petrec în disc (fig. 42-2). Să se găsească expresia 
m. care apare între ax şi punctul P. 


a. Un disc conductor dè rază R=0,2 m, aflat într-un 
vertical, xOy, se roteşte cu viteza unghiulară constantă 0=314 rad 
jurul unui ax care -are direcția Oz, perpendiculară pe planul aces 
Să se calculeze diferența de potențial care apare între centru 
periferia discului. 


Rp. Datorită rotației, un electron se va găsi la o anul 
distanță r de centrul O, când fortele mecanică şi electrostatic: 
acţionează asupra lui îşi fac echilibru (fig. 42-1): 


F mee + Fe =0, Rp. Acum t.e.m. apare datorită forței Lorentz (M.1.1.) ce se 


3 ercită asupra sarcinilor electrice care se mişcă cu viteza v în câmp 
sau mo'r=—eE, 


unde m şi e sunt masa şi sarcina electronului. 
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do Expresia t.e.m. 
induse în acest caz este 


asemenea cu cea a t.e.m. 

O care apare într-un 

|Z i conductor rectiliniu ce 

(N p se roteşte, cu viteza 
# : 


unghiulară o, în jurul 
unui ax normal la liniile 
unui câmp magnetic de 


„inducţie B (P.M.16-a). 
O Tem. între centrul şi 
periferia discului este 
egala cu t.e.m. din orice 
or, toate sectoarele circulare ale discului fiind în paralel. 
Generatorul descris este conectat prin contactele alunecătoare, 
n circuit prin care se cere să circule curent. El este cunoscut sub 
umirea de dinamul cu disc Faraday, sau, simplu: discul lui 
aday. 
De ce acest sistem este folosit în practică, iar cel descris în 
M.I6-a nu este? 
d. Să ne referim acum la o schemă care ține cont şi de faptul 
i axul de rotaţie cilindric are o secțiune dreaptă de rază R; (fig. 42-3). 


magnetic, având direcţia perpendiculară pe direcţia lui B şip 
mișcării. 
Aplicând legea lui Lorentz, se obţine: 
F =e[E; +(vx B)]=0; 
cele două forțe, una de natură electrostatică şi alta de natură mag 
îşi fac echilibru. Forţele de natură mecanică sunt neglijabile. 


Cum v=@xr şi expresia câmpului electromotor de 
magnetică este Em =vx B (P.M.20-a), avem: l 

Em =-vx B =-(@xr)x B= Bx(xr) = 

=(B-r)o -(B-@)r Fig. 42-2 


Deoarece BLr , vom scrie: 


— —_ 


E, =—B-oyr =-Bor 


Acum se poate scrie expresia t.e.m.: 
R R | 
e= fE,dr =- |Bordr =- 5 BoR? 
0 0 2 


c.Se poate ajunge la acelaşi rezultat şi calculând fluxul 
pe secundă, de o rază R a discului, reperată prin unghiul a pe e 


face aceasta cu o direcţie fixă OP (fig. 42-2). În timpul dt, 
mătură un sector îngust, a cărui suprafață este: 


dS - 2 R’da = 2 Rodi deoarece da = od! . 


Rp. Un element radial dr situat la distanţa r de centrul 
iscului, în acord cu legea lui Faraday (M.3.1), este sediul t.e.m. 


de = Bvdr = Bærdr , (9) 
de œ este viteza unghiulară, iar v= or este viteza liniară a lui dr. 
m. totală dezvoltată în raza R este: 


Fluxul tăiat de rază în acelaşi timp este 
T apt 


După legea inducției a lui Faraday, avem: 


dp l 


-~ BR’ & 
di 2 


U3 
© 
U 
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P.M.43. Roata lui Barlow 


Un sistem electric este constituit dintr-un disc din cupru, de 
„R şi suprafaţă S, dispus în plan vertical, care se poate roti fără 
e în jurul unui ax orizontal care trece prin centrul lui. Partea 
rioară a periferiei discului este introdusă într-o cuvă cu mercur (~2 
). Un curent electric de intensitate I străbate discul de la ax, - 
văzut cu un contact lunecător-, spre contactul cu mercur. Discul se 


eşte într-un câmp magnetic uniform, de inducţie B , (produs de un 
et în potcoavă), care este paralel cu axul și are sensul de la cititor 
foaie (fig. 43-1). În aceste condiţii, discul începe să se rotească în 
nsul indicat de regula mâinii stângi (săgeata s). 

Să se calculeze momentul forţei care acţionează asupra 


După regula mâinii drepte peria care apasă pe ax, este 
pozitiv al generatorului, 

e.Care este randamentul unui asemenea generator de e 
continuu po: R=0,05 m, raza discului R>=0,4 m, viteza unghiu 
discului œ=100 rad/s, inducția magnetică B=0, 8 T, re 
kiea a sistemului măsurată între perii R=6 10° Q ŞI rezis 
porțiunii exterioare a circuitului este R.=0,0244 Q. 


ului. 


Rp. Pentru simplitate, se admite că roata este parcursă de 
rent de-a lungul razei care pleacă din centrul O şi ajunge în cuva cu 
ercur. Să considerăm că discul plin este constituit din numeroase 
e materiale (spiţe), aflate una lângă alta şi că curentul trece prin 
Rp. Formula (10) ne dă: e=6,3 V. În acord cu form za care face contact cu mercurul. Sistemul este astfel reglat, încât o 
(spiţă) intră în mercur înainte ca raza anterioară să mai fie în 
ntact cu mercurul; astfel, curentul se menţine neîntrerupt, prin 
mutări succesive, de la o rază la alta. 
Uneori, discul se execută cu periferia dințată şi se montează 
el că, în mercur, se găsesc în permanenţă câţiva dinţi. 
: Presupunând că întregul curent circulă numai prin spița 
rticală a discului şi aplicând legea lui Laplace (M.1.8), găsim că 
presia forţei care acţionează asupra acesteia este F=IRB. Deoarece 
rțele elementare sunt repartizate de-a lungul întregii spiţe, se vede că 
atul forței, care variază de la zero la R, este R/2. Din cele de mai sus 
zultă că momentul forței în raport cu axul de rotaţie este: 


r-r- RB (1) 
3 2 


cunoscute (P.M.20), avem: Z = ——— = 252 A; tensiunea la b 
RER, ; 
u=e-R,l =6,15 V; puterea utilă P, =ul =1,550 kW, pu 
electrică totală, care este egală cu puterea mecanică furnizată 
EA 
A 
Această problemă ilustrează principiile de bază ale conve 
energiei electromecanice. 
Generatorul descris se foloseşte în cazurile când se cer cul 
de mare intensitate sub tensiuni mici, ca în instalaţiile de electroli 


generatorului, P, = 1,588 kW şi randamentul 7 = — = 0,98. 
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Fig. 43-2 
dr =rxdf = dir x(dsx B) = db: E Byds =(r dsb) (3) 


er este distanţa de la punctul O până la elementul de arc 4 ds. 


Fig. 43-1 

Se obţine acelaşi rezultat, dacă se tine seama de faptul 
electronii din conductor constituie linii de curent repartizate î 
mod oarecare prin roata masivă. Se poate admite că repartit 
superficială, neglijând grosimea discului, sau că este volumică 

La baza ultimei presupuneri stă faptul că, în regim perman 
densitatea de curent nu variază în timp şi intensitatea curenta 
iese printr-un volum din jurul centrului O este egală cu 1. 

Dacă notăm cu dl intensitatea unui fir de curent, atunci: 


1 = [ar 


Axul roții arătând în direcţia axei Oz, cu versorul K , rotația 
a datora proiecției lui dT pe Oz; adică avem: 
dr K = dI Bads K-G- WB- ia 
= dl{~(zB)dz + (xdx + ydy + zaz)B) = dl - B(xdx + ydy), 


iB-K=B.=-B şi r-B=zB, =-—zB. 


l-a 2 ERNIE Za 
pri dx + ydy + 0dz = d (x + »] este o diferenţială 
Pe întregul fir de curent OP, prin elementul de arc ds e Cum x yay z 


curentul di=constant (fig. 43-2). Asupra elementului de cu lă exactă, integrala nu depinde de drum. deci firul de curent situat 


di - ds , în acord cu legea lui Laplace (M.1.8), acţionează forta: câmpul magnetic de inducție B va fi supus unui moment al forței 


d f = didsx B „iar momentul forței faţă de ax este: 
(dr). = [aT -K = dl -B [ae + pa 
e2 (5) 


e) ar BÈ 
9 2 
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= z z sul: e 
A Pe i iteză unghiulară œ=]57 s`. Să 
Insumând pentru toate firele de curent, rezultă fo E iai Al aortă ca dat ve tipi 


cunoscută: í 


BR? Î 3 
T, = | dr =+ IRB; 
i 2 2 
dacă se ține seama de direcție şi sens, formula (6) se transer 
forma: 


termine inducția magnetică B în centrul discului, 


d8 Rp. Să considerăm 
că discul este constituit din 

inele concentrice de rază r 

şi de lăţime dr (fig. 44-1). 

dr O fracțiune de inel, de 
lungime rd? şi lățime dr, 

poartă sarcina 

dq =od'S = odrd8.. 

Această sarcină fiind în 


mișcare, se comportă ca un 
curent de intensitate 


Faa 

2 

Sistemul electric descris mai sus pune în evidență faptu 

fortele Laplace se exercită asupra electronilor liberi din me 
acestea se transmit atomilor constituenți ai substanţei, 
Roata lui Barlow ; 

un exemplu tipic 
sistem reversibil: c 
pentru funcționare, a 
tuia i se aplică o te 


tal ş 


Fig. 44-1 
care face ca el să O a2 00 DI 
traversat de curent, av d°I = vag = za q= 27 Pete > A 


un motor electric. Dac 
face, printr-un mij 


22 
: E > O w pete bete i ? 
oarecare, ca roata să , dI = vdg — ordr fao = — 0 dr = word . 
rotească, sistemul func- 2m d 


Totodată, pentru inelul cuprins între r şi rtdr, avem: 


27 
ționează ca generator. 


Fig. 43-3 Energia electrică se trans 

formă în energie mecanică şi invers (vezi P.M.41 şi P.M.23). 
Motoarele având ca schemă roata lui Barlow (fig. 43-3) 
de putere foarte mică. De exemplu, dacă R=0,| m, i=16 A, B=0.4 | 


roata face 10 ture pe secundă, atunci T=0,032 Nm Şi P=ro=2,0 W. 


unde d! este datorat sarcinii dq aflate pe un inel în mişcare de rotaţie 
u frecvenţa f Adică, pe secţiunea inelară haşurată, se găseşte sadiobi 
o2mdr (fig. 44-2). Prin segmentul AB această sarcină trece în 


a 
4 


| 
| 


intervalul de timp T= =~; deci curentul prin acest inel 


elementar va fi: 
P.M.44. Disc ejectrizat în rotaţie : 


2ardr 
d] =Z = ocordr 
' ; T 
a. Un disc subtire de rază R=4 cm, din material izoluni. e 
uniform electrizat pe una din fete cu densitatea superficială o =4 C/n 
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Curenţii 
fiecare, în centrul 
magnetică (M.1.59) 
JB- Hodi _ Hoo 

2r 2 

Astfel, întreag 

q; în mişcare de 
produce în centrul O. 


magnetică B, având. 
axei şi modulul . 


Fig. 44-2 =16 uT. 
b. Să se calculeze momentul magneti 
mare față de disc, în raport cu R). 


Rp. Prin definiție (M.1 .24), avem pentru un inel elementa 


dM = S- dl = mr oordr = roor’ d. 
Din cele de mai sus rezultă: 


Î 3 
M =z 700R" = 1,2610 Am? 
c. Să se găsească ex 


sistemul descris mai sus, 
distanţa h=8 cm. 


presia inducției magnetice produse 
într-un punct de pe axa discului, afla 


Rp. Plecând de la relat 
câmpului magnetic produs de o spiră circulară parcursă de un cu 


de intensitate I, într-un punct de pe axa acesteia aflat la distanța 
centrul ei (P.M.25-11), putem scrie (fig. 44-3): 


tia (1) şi ținând cont de formul 
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dB- Ho dir’ pes 


2 e? Ey” 
M a 
N Hp or dr 
is 2 h” 
N Pentru calculul inte- 
gralei notăm: 
r = hshx, ch x=1+ 


2 


DEP = $ ` 


= ——— şi 
chx 3; 


dr = hehxdx . 


În continuare, avem: | 
"dr h’ sh xhehxdx Z To E 
| hchx 


7 
ch‘ x 


i Vrh h 


i 
ig 3 i eho) = H ehs = =H — 


Astfel, A A 
f pdy i „E. ZA ah 
ar tir R+h 
g- Hu0 ( R’ +2" anl =0.06 uT. 


+ E caruia 
Jrk 
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M.13. CILINDRU CONDUCTOR 
ff za E . nsitate I. 

Când conductorul cilindric (plin) (M.4) prezintă < 
cilindrică coaxială, adică atunci când vorbim despre un 
conductor gol, îl vom numi cilindru conductor. 
Deosebirea dintre conductorul cilindric şi cilindrul e 
trebuie să reiasă clar din enunţul problemei. În cazul al de 


necesar să se precizeze care sunt cele două raze, R, G N Me 
suprafețelor cilindrice, interioară şi exterioară care. li t 
conductorul (tubul). Uneori se precizează carc este grosimea p „le 
cilindrului conductor. îi 
Când grosimea peretelui cilindrului conductor (tubi 
poate neglija, vorbim despre o suprafaţă cilindrică. 
P.M.45. Tub cilindric parcurs de curent continuu e „ulita 
7 "Me 
sd dia a să # 
a. Un tub cilindric de rază R, cu pereți subțiri, este st / x 
de un curent electric uniform distribuit, având intensitatea i N 
i . ` Js A pă ) 
lungul generatoarei. Care este intensitatea câmpului magnetic | j 
punct M aflat la distanţa r de axa cilindrului? y Fe’ 
N 7 
D z 


i A e ai 


Fig. 45-1 a şi b 


Rp. Aplicând teorema lui Ampère (M.1.30), unui 
circular F; de rază r<R, care trece printr-un punct M; q 
interiorul cilindrului (fig. 45-la) se obține: {Hdl =2mH 

T 
căci acest contur nu cuprinde nici un curent electric şi astfel ave 
AI, a 


Aceeaşi teoremă, dacă r>R, conduce la expresia intei 
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orm, de lungime infinită, de rază R şi pe 


PUB, = 
câmpului magnetic existent într-un punct M, exterior tubului (fi E! > ar, 27r, 
ib): 

H, =1/27 


pan 


Direcția şi sensul lui Æ într-un punct exterior tubul 


aceleaşi ca cele ale vectorului HI produs de un conductor recti 


şi dB, = 


mare de fire 
rectilinii, dispuse unul | n 
pe suprafața cilindrică de 
fiecare fir fiind parcurs 
curent de intensitate lọ. Dacă n. 
este numărul de fire pe unitatea de 
lungime a cercului 272R, atunci 
l =2aRnl,. Să delimităm cu 


două coarde care se intersectează 
în punctul P (fig. 45-2), din 
interiorul secțiunii drepte a 
tubului, două elemente de cerc: 
dS, şi dS}. Din figura (45-2) se 
vede că, dæ fiind infinitezimal. 
arcul se poate aproxima cu coarda 
AB, iar aceasta este egală cu arcul 


erc cu centrul în M; de rază r;, care trece prin A şi B; deci se poate 
: dSi>rda şi dS, =r,da. Acestea vor fi parcurse de curenţii 
=nlgrda şi di, =ni nda, perpendiculari pe planul figurii, 
e produc în punctul M; inducțiile (M.1 57): 

Hol, konlyrda 


_ dl, uyniy da 


2ar, 27r, 


ele de mai sus rezultă că dB, ~ dB, =0. 


Cum fiecărui element de cerc, care produce într-un punct M; o 
icţie dB, îi corespunde un alt element de cerc ce produce inducția 
B în acelaşi punct, rezultă că în orice punct din intervalul tubului 
ndric, inducția magnetică este nulă. l 
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revoluţie infinit lun Bis pylly şi B= fyrnd sau B= Fa (3) 


dintr-o foaie conduc 
acum parcurs de u 
intensitate 1, în aşa fe 


Deoarece densitatea superficială de curent i; se defineşte prin 
i=I/l, se mai poate scrie 


de curent să fie cer, B= gt, (3°) 
cu centrele pe 
cilindrului, constituind. R 
curent cilindrică. dp ——— — e C 
| 


expresia inducției mag 
un punct aflat în 
tubului? 


Fig. 45-2 

Rp. Se poate considera că pânza cilindrică este const 

spire circulare paralele, cu centrele pe axa cilindrului. di 
lângā alta şi parcurse de un curent de intensitate lọ fiecare 
unitatea de lungime a cilindrului sunt dispuse n spire 
intensitatea curentului ce parcurge o porțiune de cilindru de l 


are expresia / = nllg. Să secţionăm cilindrul cu un plan = 


a PRONO AE EEE 


xx xxx xxx 


Fig. 45-3 
d. Un cilindru conductor din cupru, de raze R; şi R> R,, este 
rs de un curent de intensitate I, uniform distribuit prin aria 
iunii lui drepte. Să se găsească expresia inducției magnetice pentru 
punct M aflat în masa (peretele) cilindrului. 


prin axa lui şi să calculăm circulaţia lui B de-a lungul cc 
dreptunghiular abcda aflat în acest plan, aşa cum se arată în fi 
3. În acord cu teorema lui Ampere (M.1. i avem: 


fäi- fä. dl + j. d+ [E d- fB. di 


Integrala a treia din PR Jen al egalității a nulă, deog 


exteriorul pânzei cilindrice de curent B. =0 (P.M.60-b). Rp. Să presupunem că punctul se găseşte la distanța Ru<R<Ra 
xa cilindrului (fig. 45-4). Densitatea curentului prin masa 


rului este 


integralele a doua şi a patra sunt de asemenea nule, deoarece 


norma! la d, Rezultă deci că ȚBdi = BI, unde B este v PA 


a(R RP) 


prin cilindrul de raze R, şi R va curge curentul de intensitate 


(4) 


inducției magnetice într-un punct din interiorul cilindrulu 
conturul considerat cuprinde curentul de intensitate I=nllș, aver 
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2p. Ştim că (punctul a), în aceste condiţii, inducția magnetică 
unct exterior cilindrului este B, = 449] /27R, iar într-un 


erior este nulă. Se poate considera că în interiorul peretelui 
magnetică medie are expresia: 


Lol 
M ST T 8 

A7R (8) 
Aplicând formulele cunoscute, p=F/s şi a forței Laplace putem 


F B ml 
S 2aRl 8r R 


p= (9) 


P.M.46. Cilindru conductor cu cavitate 


Când este vorba despre un cilindru, se înţelege că cele două 
fete, exterioară şi interioară sunt cilindrice şi coaxiale. Dacă cele 
suprafețe sunt cilindrice dar nu sunt şi coaxiale, vom spune că 
m un cilindru cu cavitate. Cavitatea poate avea diverse forme 

etrice, simple şi poate fi plină cu aer sau cu un material oarecare 

a. În interiorul unui conductor cilindric infinit lung, omogen 
rază R, este practicată o cavitate cilindrică c° de rază R’. Axele 
O'z ale conductorului şi cavității sunt paralele, iar distanța dintre 
te a. Conductorul este parcurs de un curent continuu de densitate 


Fig. 45-4 
e. Sistemul descris la punctul (d) se completează cu 
conductor rectiliniu dispus după axa tubului. Curentul care | 


tubul se întoarce prin acest fir. Care este expresia intensității c 
magnetic în acelaşi punct? 


Rp. Intensitatea câmpului magnetic în punctul M este. 
suma câmpurilor magnetice produse de cilindru şi de firul re 


Putem deci scrie, folosind formula (6) şi (M.1.57): niform distribuit pe suprafaţa secțiunii drepte (plane). Să se 


ermine intensitatea câmpului magnetic în punctele din interiorul 
itătii. din interiorul conductorului şi din exteriorul acestuia. 


EI == = Hr T AJER 0) 
2aR 2aR\ Ri- R? 


Rp. Să considerăm că conductorul este plin şi că densitatea de 


I P-E 


2 


2aR R -R 


F. Un cilindru conductor cu pereți subțiri şi de rază R 
parcurs de-a lungul lui de un curent cu intensitatea |. La ce p 
este supus peretele cilindrului? 


ent prin suprafața secțiunii drepte a acestuia este J(0. 0.7) (fig. 


1). Aplicând teorema lui Ampère, referitor la un punct interior sau 
erior conductorului, aflat la distanţa r de axa acestuia, avem: 
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dH nads = |j-d5 => dart =] pene 
i] | Ir > AT] pentru r eoarece H,=-H, sing, H, =H, coso şi 


i dH. = [i. je Pr PE 

i: d v = g > eH ep =AR°j pentru y/r. iar cosp=x/r, componentele lui H în coordonate 
5 F - 

contururile I fiind cercuri cu centrul În Son Ps r ne sunt: 


sus se obţine: Hg =-Ży 
_ 4 urp -R <0 2 
ip H =x ! 
H, = 2 
ZI PER E: 
ep Rj y 
ae =- F g +y’ 2 2 2 
p cu x+y- R >0 (3) 
z x 
H, = J 2 
: 2 E FY 


Să considerăm acum că prin porțiunea de conductor care ar 
punde cavității, trece un curent cu densitatea — j (fig. 46-2). De 
tă dată, ecuația cercului este: 

(x-a) +y° -R° =0, 

impul magnetic produs de acest conductor în punctul P(x.y) va 
expresia: 


H', teii a 
n, = i pi, | (4) 
E: stia J 
stai F 


H' = Hy COSsp' =— 


i ig 
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EI ele ap sin p'= AL => R“ i J R R? 
r' p! 2 (x Pi a) H! - J 
H' „= H' cosgi=- K'jlz-a R°] * ZI X +y pea +y 
2o 2: (x-ă pi Se XE R” (x —d) 


dacă (x-a)? +y? —R250. 2| +y -a y 


Zona lI. Acum sunt satisfăcute ecuațiile: 
x? +y =R’ e 


y ai (x-a) +y’ —R>0 
H' relațiile (2) şi (6) avem: 
"sll y+ aa AR 
2 (x-a) +y“ 
p! H” di R” [it a) 
F 5) (x-a) py 


+ pe E i 
(+a +y -R° 40 
ceastă dată, din relaţiile (2) şi (5) se obţine: 


I 
H a er 0 
a za ja 
F 2) 


i în cavitate câmpul! magnetic este uniform. 


Fig. 46-2 0 în cazul celor trei zone şi 


Suprapunând cele două câ i 
i ampuri pentru zonele |, H şi 
46-2), se poate scrie: d: 


i Zona I. Aceasta corespunde ecuaţiei x? + =k 
ev sa ana m . . 
id oni că esie satisfăcută şi ecuația (x-a)? +y° — R” > 
relațiile (3) şi (6) rezultă: 


(7) 


(8) 


Zona II. În cavitatea cilindrică deci, sunt satisfăcute ecuaţiile: 


(9) 


Dacă ne referim la punctele de pe axa Ox, unde y=0, rezultă: 
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m E R? pe a wey ; 
al = x He = =5r. 
iz X l a x| >R Dar 2m 2 
H sd H" E. P R PX <a R Componentele carteziene ale lui H, după cum s-a dedus în 
p= ai) -e a+R'<x<R. punctului (a), sunt: l 
g" = JA a-R<x<a+R! H,=-Hsing=-Ży 
E. | l 


X 


H =H coso — 


b. Un conductor rectiliniu, de lungime infinită, este co 
din doi conductori cilindrici A şi B, izolaţi unul de altui pri 
subțiri de dielectric; secțiunea dreaptă a acestuia are forma. 
figura (46-3). Zona haşurată reprezintă o cavitate. Prin cei do 
circulă curenţi de sensuri opuse, dar de aceeași densitate j. 
OO’ dintre axele celor doi cilindri este d. Să se determine inte; 
câmpului magnetic în interiorul cavității. 


NI [e 


Componenta Hy este negativă căci are sensul opus sensului 
Ox (fig. 46-4). 


Fig. 46-3 


Rp. Să considerăm că cilindrul din partea stângă a figur 
plin (fig. 46-3). Acesta produce în punctul M(x,y) din inte 
cilindrului un câmp magnetic de intensitate (M.1.57): 


Fig. 46-4 
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cilindrul al doilea va produce câmpul magnetic având compon 


PES Pc Hajdi 2. 49 d a De Hg” 
il mt, £ 5 2 a(R? =r’) 27(R? —r2) 
LI pm j=1/a(R° -r°) 
OE Curenţii care parcurg cei doi cilindri, fiind de sens opus, forta 
H, +m =0; acționează asupra lui c° are sensul de la O spre O° (fig. 46-5). 


SERE T N] l i 
Cum x=- x ŞI y =y „avem H, + E = dă 


Astfel, în cavitate, vectorul H este perpendicular pe OO 
H 4 ed, 

Când cavitatea este plină, prin aceasta trec doi cur 
densitate j și —j, adică ea nu este parcursă de curent şi nu p 
câmp magnetic, ca şi atunci când în cavitate nu există conducto 

c. Să presupunem acum că în locul cavității cilindri 
găseşte un conductor cilindric ©’ de rază r, cu un strat subti 
dielectric. Prin conductorul c de rază R circulă un curent de inten: 
l, iar prin cilindrul c” circulă curentul de intensitate I'=-1; ce 
curenţi sunt uniform distribuiţi în conductorii pe care îi parcuri 
forță acţionează în aceste condiţii asupra unităţii de lungii 
conductorului c’? 


Rp. După cum s-a arătat la punctul (a), în fiecare pun 


` 


cilindrului c° există inducția magnetică (1): B= 


Fig. 46-5 
Considerând că cilindrul c° este constituit din fire foarte subti P.M.47. Suprafaţă cilindrică incompletă 
suprafață a secțiunii drepte dS, parcurse fiecare de curentu 
intensitate j`dS, asupra unui asemenea fir ar acţiona forţa (MI! A 
dr = Bj'aS, 

dacă lungimea firului este egală cu unitatea de lungime. 

Forţa care va acţiona asupra unităţii de lungime a cilin 
c° are deci expresia: 


a. O suprafată de forma unui semicilindru de revoluţie, 
onstituită practic dintr-o foaie metalică de grosime neglijabilă, are 
a a şi lungimea infinită. Ea este parcursă de un curent electric de 
ensitate I, care arc direcţia paralelă cu axa şi este uniform repartizat. 
se determine inducția magnetică produsă într-un punct de pe axa 


emului. 


: a om ptir i K 
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Rp. Să considerăm că semicilindrul este constituit 
conductoare filiforme, de lățime dl, dispuse unul lângă- 
parcurse de curentul de intensitate Id! fiecare: avem deci relati 

E? 
unde i este densitatea de curent superficială, care. prin ipote 
constantă. | 

La distanța a de unul din fire (fig. 47-1), adica, m 


dB se va găsi în planul perpendicular pe axa semicilindru 
acelaşi plan se va găsi dB şi în cazul unui punct M situat pe a; 


Vectorul inducţie magnetică totală B se va găsi de asemenea îy 
plan. i 

Să consideră ăm 
acest plan perpendi 
axa semicilindrului 
47-2). Dacă cu 
elementar Idl care pa 
firul considerat. are 


astfel că iese din foai 
este perpendicular 
planul determinat de 
punctul M. având 


arătat în figură. Fig. 47-2 
Aplicând fo 
(M.1.57), avem: Hai i Hu 4 
Hlul D= 
idl i sin 640 => "e cos0), = = în 
dp boi Hig = [dBsind = a ma 
2ma 2 a _ | Vai 
căci, după cum reies Din cele de mai sus rezultă că B se găseşte în pianul cai 


Fig. 47-1 figura (47-2), di=ad. sensul determinat de sensul lui I (fig. 47- 


Acum se pot scrie expresiile componentelor lui B 
cont şi de relaţia (1): 


mitează semicilindrul şi are T 
). Se vede că B este, totodată, perpendicular pe planu! | de simetrie a 


istemului. i a ” 
ă cilindri e într -un punct de pe axa 
Observaţie. Dacă cilindrul este întreg, intr-un p inct de p 


„= [de cosb = [urce sdo = 5 t (sin 8), = 


B=0 (deoarece integralele se extind pe intervalul 0-21). 
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b. O suprafată cilindrică, de lungime infinită, adică 
tub conductor infinit lung, cu perete foarte subțire, de rază R 
toată lungimea ei o lăietură după generatoare, de lățime. 
Suprafata este parcursă de-a lungul ei de un curent cu inten 
(fig. 47-3). Care este inducția magnetică într-un punct din i 
tubului (suprafeţei)? 


nmetic de inducţie Bepe- datorat porțiunii CDE a suprafetei 
indrice. peste care se suprapune câmpul magnetic de inducţie -Biic.. 
rat benzii EC de lăţime h. Deci dacă vrem să calculăm inducția 
agnetică B;. în punctul M; aflat la distanța r >>h de axa fantei, 
torată benzii cilindrice tăiate, trebuie să calculăm de fapt modulul 
ucției — Buc. datorată curentului care ar circula prin banda 
sustă. Dacă h este destul de mic, banda poate fi considerată ca un fir 
iform rectiliniu şi infinit, prin care circulă curentul de intensitate 
= Ih/22R. unde 1/27R este densitatea de curent. Astfel 


inducția magnetică într-un punct (M;) aflat la distanţa r de axa tăieturi! 
antei) EC. are expresia (M.1.57): 
_ Hole "e khl 


Bu E = 4 
2 12. Š om aare 


Când punctul M; se găseşte 
pe axa cilindrului. atunci r=R şi 
avem: 

tth 
= 0 
AR" 


Dacă R=2 cm, 1=16 A şi 
h=0,5 mm, rezultă că Bo=2 | OT, 
De ce este necesar ca r >h? 


Fig. 47-4 
c. Să considerăm acum, o porțiune de cilindru gol (de tub). 
decupat dintr-un tub de lungime infinită, cu grosimea peretelui 
neglijabilă, de rază R şi de deschidere 2a. De-a lungul acesteia circulă 
un curent de intensitate I, uniform distribuit. Care este inducția 


Fig. 47-3 


Rp. Se ştie că în interiorul unei suprafeţe cilindrice înel i iji 
de-a lungul căreia circulă un curent uniform. B= 0 (P.M.45-a panan a cu Ati iii 

| Secţionând cilindrul cu un plan paralel cu axa lui (fie 
se obţin porțiunile (1) şi (2) ale cilindrului. Aceste porțiuni de ci 
vor produce într-un punct M; din interiorul cilindrului. & 
magnetice egale și direct opuse, în acord cu condiția Bi=0. Şi în 
caz. câmpul nul din punctul M; poate fi conceput ca un 


Rp. Se poate admite că portiunea de tub este constituită din 
benzi de lăţime di=Rdọ dispuse una lângă alta. 

Dacă densitatea de curent este Å = //2aR . o bandă de lățime 
elementară va fi parcursă de curentul d/ = ARdgp. Aceasta va 
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produce într-un punct O, de pe axa cilindrului, inducția ele 
(M.1.57): 


dB = 


Modl _ uyARdp 
27R 2aR i 
vectorul dB find perpendicular pe OM. Unghiului —ọ. fată de 


îi corespunde o inducție magnetică eleingatară dB. care ste sir 
față de per pendiculara la OMo. De aceea. dacă curentul are sens 


foaie, B este perpendicular pe OM, şi are sensul arătat în figur 
In consecinţă, se poate scrie: 


“to 4hdgp Hod i Hoha, 
B= > luu, er E = 7 2sina 
Introducând în relaţia (1) expresia lui à, avem: 

_ Hol sina sing 
2arnkR 


Cazuri particulare: 
|. Dacă 2a = 7, - cazul unui semicilindru gol -, avem sin 
Şi rezultă că: 
Lal 
1 R 
2. Dacă 2a = 27. - cazul cilindrului gol complet -. atui 


p= 


sing=0 ş 
B=0 
aşa cum s-a arătat mai înainte (P.M. 4) 
3. Când a — 0, avem: 


| ol sina: ml 
lim 8 = = lim 0, 
a—0 27R a g aR 

este cazul firului rectiliniu şi infinit lung parcurs de un curen 


intensitate I (P.M.1). 


agnetic de inductie B paralel cu axa. 


a. Un tub din dielectric liniar. izotrop şi omogen, 
rmitivitate s. având razele interioară r; şi exterioară r2. se roteşte 
iform în jurul axei sale cu viteza unghiulară o, într-un câmp 
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P.M.48. Cilindru izolant ce se roteşte în câmp magnetic 


de 
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Care este densitatea volumică a sarcinilor legate, ce. 
urma rotirii şi sarcina totală ce revine unităţii de lung 
cilindrului? 


Rp. Asupra sarcinii e din interiorul dielectricului acţi 
forța Lorentz (M.1.3): 


F =e(vx B) 


Cum v=w xF , vom avea: 
F =e(oxr)x B=e(@- B) r-(r-B)-w 


Deoarece r- B = 0), se obtine: 


F =e(w- Byr 
Astfel rezultă un câmp electric de intensitate 
F=(w- Byr, 4 
care polarizează dielectricul (fig. 48-1); în acest caz. vecto 

polarizare are expresia (E.3.20): 

P=D-6 E =26E -e E=(€-6,)E=8,(€,-1)- E 
În acord cu formula E(3.10), densitatea volumică a sareni 
legate este: 


Fig. 48-1 
` (5) b. Să se determine densitatea superficială de sarcină pe cele | 
ă suprafeţe ale tubului şi sarcina totală a unităţii de lungime a | 


Prga = -div = ete, - Dio” B)- divr = 
= 26, (e, —Io-B) 


e ÎI = 3o a5 O Op estuta. 
căci r= x-i +y- j şi divr =— += =2, n l 
ôx & Rp. Ecuațiile de trecere (E.HI.4) permit să se serie: 
Intrucât Piega este constant, iar volumul pe unitatea de lungii s'=(D d (Da Jn = (@ BIE, (œw Br, = 


2 2 i ină X ` T PERTY 
este 7, — 77, . sarcina volumică totală ce revine unității de lungi - a 
= —ey(£, - Io - B)r, RI 
o"= (Don )in za CD dea zi Ey (£, TA Dw ` Br, 
Pe suprafaţa exterioară a unităţii de lungime a tubului cilindric 
i $ Pi s ja t si 
va găsi sarcina q"=27r,o" iar pe cea interioară q'= 277,0 . Deci 


a cilindrului are expresia: 


(7 ee 2AE LE, Do ` Br T m) 


(95) 
95) 
U 


(95) 
U) 
N 
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pe suprafața totală a unitătii de lungime a tubului se va găs 
superficială 

4. SISTEME CONSTITUITE DIN DOI CILINDRI 


q, = 2760(€, -1X0 BIr? —r2) PARCURŞI DE C.C. 


Se constată că sarcina totală care corespunde un 


lungime a tubului ; 
g i este: P.M.49. Cilindri cu pereţi subțiri 


f iral = q + d, = 0 
a. Două tuburi cilindrice, cu pereti subțiri, de lungime infinită. 
e. de rază foarte mică, a, situate la distanța d unul de altul, și 
în vid, sunt parcurse de curenţii cu intensităţile | și —l 


aşa cuma fost și iniţial. 


tiv. Să se determine inducția magnetică B. într-un punct 
re din spaţiu, produsă de sistemul descris mai sus. 


e 


(a) (b) 


Rp. Fie ri şi r2 vectori cu punctul de aplicaţie pe axele 


drilor cu vârful în M. ambii vectori găsindu-se în planul ce trece 
M şi este perpendicular pe axele cilindrilor. 


U 
Là 
P 
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Dacă k este un vector unitar de aceeaşi direcție e 
axelor tuburilor și de același sens ca şi curentul de intensitat 


49-1). în acord cu formula (M.1.57 i 
. (M.I. se poz e: ituită di i cilindri i 
) se poate scrie: c. O linie coaxială este constituită din doi cilindri conductori 


oti subțiri, de raze Ri şi R>Rı coaxiale; de-a lungul acestora 
doi curenți dus întors. de iñtensități | şi -]. Care este inductiu 
ică într-un punct M aflat la distanţa r de axa sistemului? 


D Bi es == ae 
Bi = (kxr Bo Bal dă ; 
a ik Zar; (kxr: a 


Rp. Se aplică teorema lui Ampère (M. 1.30). 

Dacă sensul curentului care 
parcurge cilindrul interior 
este de jos în sus. pentru 
conturul circular de rază r 
(fig. 49-2), putem scrie: 
B|dS şi 27rB=1. 
Dacă r <R;, conturul nu 
este străbătut de curent: 
deci avem 2arB, =0. 


Dacă -T M se găseşte, de exemplu, între cele două. 
şi în același plan determinat de axele lor. la distanţa x de axa 
An (fig. 49-1b), inducția magnetică este: ş 

= Hol (1 E fe 
Bu == — J 

2z x d-x 
l b. Să se calculeze fluxul magnetic prin suprafata dintr 
două tuburi. care are una din dimensiuni egală cu d-2a. iar c 
coală cu unitatea de lungime (fig. 49-1b). | 


Dacă r >R>, conturul este 
străbătut de curentul de 
intensitate ]-l=0: deci din 
nou. B.=0. În spatiul dintre 
tuburi. avem: 


Rp. Cu notaţiile de pe figura 49-1, avem: 


puf] dia 
= Pe | ea [az = 


u 


= Bot (in = mad -A a Fe ut pT ul 
27 a ap A aa B= a (4) 
arai szia d-a _ Hol ja d-a d.Care este energia înmagazinată în câmpul magnetic dintre 
27 a m a uctori pe o lungime |. unde permeabilitatea magnetică este 
Care este inductanța proprie pe unitatea de lungii L- pe unitatea de lungime a sistemului? 
sistemului? zi 


Rp. Plecând de la expresia densităţii de ener gie (M.1.103) şi 


Rp. În acord cu formula (M.1.88). se obtine: ând formula (4) pentru punctele dintre cilindri. putem scrie: 
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Rezultatul de mai sus se poate obtine şi plecând de la expresia 


EE : E Hal’? . edu ij» aja ra 
zi gheo = -Ho = - viei înmagazinate în câmpul magnetic din spaţiul dintre cilindri 
pa 2 Er A m 
ȘI 2 27r Sr r? į aplicând formula (M.1.101): 
Aplicăm acum formula energiei magnetice. Un tul sa 
cu raza interioară r şi exterioară rtdr, are volumul dt Tai e 
dv = (2arl)dr . Limitând integrala la spațiul cuprins între con avem: 
avem: i i 
IW Dom Ba Mi R 
L- ma ENE E a a 8. ii (8) 


P Paz R 2 R 


n DR fi B I de 
W = i ty dv = ul ~(2arl jdr = ua l dr -oA 
p“ R, 8m r7 k 4m r 4r 
F, R 
Mean 
4r 


e. Să se calculeze inductanta proprie a sistemului. 


P.M.30. Cablu coaxial 


to 


ȘI wW 


j 
a Un cablu coaxial este constituit dintr-un conductor cilindric 


g de rază a care este dispus coaxial cu un cilindru conductor (tub) 
raze: interioară b>a şi exterioară c>b. Conductorul central: este 
curs de-a lungul lui de un curent electric cu intensitatea |. iar tubul 
e parcurs de un curent de întoarcere având intensitatea -I (fig.50-la 
b). Curentul este uniform distribuit prin suprafeţele sectiunilor 
pendiculare ale conductorilor. Să se găsească expresia inducției 
nugnetice corespunzătoare unui punct aflat la distanţa r de axa 
temului. Permeabilitatea magnetică a mediului dintre conductori 


e u, iar cele ale conductorilor sunt 44 ŞI db. 


Rp. Plecăm de la formula (M.1.88). De aceea tre 
evaluăm. mai întâi, care este fluxul magnetic prin suprafata ha 
din figura (49-3). Suprafaţa elementară străbătută de liniile de 
este ds=ldr, unde dr este grosimea unui cilindru elementar (fig. 
Cum |=1, fluxul elementar prin suprafaţa ds este (M.1.13): 3 


Hol í 
dp = Bds = a -dr „ iar expresia fluxu! 


Rp. Vom aplica teorema lui Ampere (M. 1 .30). 


inductanței proprii a unui metru d 


(M.1.88): Pentru punctele aflate la diverse distanţe de axă scriem: 


w 
forma: 
R 
lol tar ll, R , ir 
i A ġ= 2 | = Hot In — . Expresia densității de curent prin conductorul central este: 
wii 27 r 22 Ri I I 

. = - iar de- l tubului este i, = —— mT. 
Acum se poate saie « i, „iar de-a lungul tubului este :, pr, F 


$ _ lo, R 
=> =— |n- 
I W R 
Fig. 49-3 Dacă raportul celor două 
exemplu, este n=1,5, se obține: L=0,8:107 H/m. 
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2aB, = pri, dacăr<a 
2mB, =] dacăa<r<b 
lir B = Ma [7 + zl? — by, la 


ura F] dacă bs<r sc 


E — 


dB, =1-1=0 dacăc<r 


Din relaţiile (1) se obţine: 
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I 
B= Hı -6  dacăr<a 
27a” 
B, Mea a dacă asr <b 
o 2m 
B. = Hal pr m dacă b<rse 
2 2ar(c —b) 


rp pl i pre BE _nul pe 
Sau " D pi mb” Žar c =h 


By=0 daei ear 


3 


UL 


Să se traseze curba inducției magnetice în funcţie de r. 


Rp. 
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enul aditional. 


b. Care este energia magnetică totală înmaga; 
unitatea de lungime a sistemului? 


Rp. Plecăm iarăşi de la formula (M.1.102), în care 
volumului elementar este dv = rdrdgdz: 


E ra E ua 
W == [ut a = — [uH rdrdod = 
2; 2; 


ral fluxului în conductorul central. în care curentul este distribuit 
m pe suprafaţa secţiunii drepte a acestuia (vezi şi bară), se 
eşte inductanta proprie internă Li=L;. care nu depinde de rază. 
Al doilea termen, 

L, = hn d (6) 

-A g 

cunoscut sub denumirea de inductanță proprie externă (LLa), 
rece se datorează fluxului magnetic din afara conductorilor (în 
Jectric, vid) (P.M.49-8). 
Ultimul termen, 


5 O — PE E EN ERGE pti t 
“ A4nle? =b?) b 
e inductanţa proprie a cilindrului exterior. 
Inductanţa proprie specifică are expresia 
Lal, +L, +L (8) 


3] fun? rdr jour rdr 


Ținând cont de per meabilicaţile A A CR expresi 
(3) devine: 
af J E h I 3 
p 
W = ap, Í | = | rdr +l la rdr + 


2ra "N 2a 


oaii în continuare, obținem rezultatul căutat: 
In exemplul care urmează, vom considera că 44 = 4l, = Lly 


J? | h dr zu 3 pă A 
I a aa Ha Cc 2er +r 
dz |" [i dr + Ho 7 + ( 2 -py f j şi în izolant. Astfel, se obține: L;>50 nH/m. L.=496 nH/m, 
f á =5-107 nH/m şi L=546 nH/m. 
I Hi b Al 4 € a... 
za dz 4 + Ho me + (c? EF 5 in =E (C7 = b)+ P.M.51. Sistem compact constituit dintr-un cilindru 
i nductor şi un conductor cilindric plin 
4 
Pale m În interiorul unui cilindru conductor (tub) de raze: interioară 


Ea i i 3 şi exterioară R>R;, din metai cu rezistivitatea p», se introduce un 
adică W =W, + W + W, unde W t sti 5 oian iis i zi š SRS z i 
E : | este energia magr nduetor cilindric (cilindru plin) de rază Ri. din metal cu 
istivitatea pı, astfel că cei doi conductori sunt în contact electric pe 
prafata cilindrică de rază Ri. Prin conductorul compact astfel 
mat. de lungime |. trece un curent constant de intensitate i. datorită 
ei tensiuni electrice aplicate la capetele lui (fig. 51-1). Cum variază 


înmagazinată în miez (cilindru plin). W. energia înmagazina 
câmpul din izolator şi W energia din manta. 
c. Să se calculeze inductanta proprie specifică (în H/ 
cablului coaxial. 
Rp. Vom aplica formulele (M.1.101) şi (4). 
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intensitatea câmpului magnetic produs de sistemul descris. cu d 
de la axa acestuia? 

Rp. Aplicând t 
mele lui Kirchhoff, 
intensitățile curentilor 
parcurg cei doi ci 
(unul plin şi celălalt g 
Apoi calculăm câmpu 
magnetice produse 
conductorii parcurşi 
acești curenţi. 

Rezistenţa conduc 
rului interior este: 


l 
r e n e a 
n= 5, Pi 
unde S, =77R; este supra 
Fig. 51-1 faţa secțiunii drepte a aces- 
tuia. 
Rezistenţa conductorului exterior este 
l l 
=f e Pa a a 


Sa a(R; -Ri 
ini g] 
unde s, =7z(R; - RT). 
Intre curenții |. Î; şi l» care parcurg conductorul compact 
cilindrul interior și cilindrul exterior există relaţiile 
l= +l, şir, =n, 
căci la capetele conductorului compact s-a aplicat tensiunea U. 
Din cele de mai sus rezultă: 
hadli n+, 2È P r, 
= E AR 
A F r +r, nD 


Formulele de mai sus permit să scriem expresiile curentilor: 


3 R? : a i 
sf Ni Daniil “iai (5) 


nde k= p, (R? = R?) + pf. 


Până aici, cu simbolul r; am notat rezistențele. De aici mai 


eparte, cu simbolul r notăm distanțele. 


Densitătile de curent în cei doi cilindri sunt: 
Ío ay Í 


p ? ȘI ly CT 2 
aR a(R =R) 
Vom calcula . câmpurile magnetice produse de cei doi 


(6) 


conductori într-un punct aflat la distanţa r de axa sistemului. aplicând 
teorema lui Ampère; în general, putem scrie: 2ærH = 7, unde |, este 


curentul care străbate suprafaţa nr”. 


În cazul punctelor aflate la diferite distanţe de axă. avem: 


Ta, 
l) pentru r<Rı, Z, = £: da 


| 2 2 
2) pentru Ri<r<R>, Î, =— p, Re Ab Ri )] (7) 


> 


3) pentru r>Ra, l>l. 
În consecință, rezultă expresiile: 


p-l 
——r, ptir<R 
d Y 
H= 2S AN + p, (r? -Wika pi. Ri <r<R, (8) 
2ak 2 
Bt > ha 
a p 2 
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M.15. SISTEME SFERICE În condiţiile precizate de enunţul problemei apar însă sarcini 
rficiale de densitate o, datorită cărora sfera se comportă în 
P.M.52. Sferă din metal care se deplasează în 


, ior ca un dipol electric dispus în centrul sferei de moment (p) şi 
magnetic 


produce câmpul electric [1]: 


at aur pt a (4) 


À r 


O sferă din metal neferomagnelic, de rază a. se dep. 


uniform cu viteza vı, într-un câmp magnetic uniform de ind 
direcţiile celor doi vectori formează între ele unghiul ọ. a 
seama de sistemul de referință faţă de care se deplasează sf 
determine intensitatea câmpului electric apărut, în condiţiile « 
un punct din interiorul sferei şi într-un punct din exteriorul 
De asemenea, să se calculeze densităţile volumică şi supe 
sarcinilor induse. 


Rp. Asupra unei sarcini q din interiorul sferei. Va. 
forţa Lorentz (M.1.3) F =g(vx B). 

În urma deplasării sarcinilor. în sferă apare u 
electrostatic E datorită căruia, asupra aceleaşi sarcini. va 
forta F, gh (fig. 52-1). 

În regim staționar, sfera nu este parcursă de cure 
deoarece cele două forțe îşi fac echilibru: 


— (j) — 


qE  +q(vxB)=0 


Fig. 52-1 
Ecuațiile de trecere [1] conduc să se scrie pentru componenta 


—v) 


Deci câmpul electrostatic F este compensat d 


electromotor de inducţie (P.M.4.a) e =v x B. Deci, într-un 


A . r PRI PA aii spe] —(4) 
interiorul sferei este îndeplinită condiţia: Bl s0 (5) 
— (i) - — r=u 
i E =-(vxB) ru componenta normală: 
ip B j 23 Esa. i 3 24), — (e) = {i} = 
Cum v şi B sunt vectori pini relația (E.3.24) E, =E, | SOn (6) 
P, = divE. = w r=u m x 


densitatea volumică de sarcină în interiorul sferei este nulă 
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346 
seo) =ar] =a} ==) = 
(E E E -E xn 
Din relaţiile (2), (4), (5) şi din faptul că rxn =0, seo 
PSP 4 (oxByxn=0 
pr i 
|r=a 
şi p=a0x8) 


Acum expresia (4) devine: 


DI 0 fe pr eta A 
r 


5 
E a 


Expresia lui o se obține înmulţind relația (6) cu n= 
tinând cont de relaţia (9): 


că 


5 3 3 | 
E oE a S A a T i 
3 i ed) E -— (vx B) = + 
P | r? F 
irau r=u 
- = yl 
+ (vx 8): 7 =0 
d r=u Fig. 53-1 
sau: 
3a? k = ih? w oe a e a Rp. Prin rotirea sferei, ia naştere un curent de densitate 
a” PAJAR SOR A ei Bee perficială i = ov, unde o este densitatea superficială de sarcină şi 
şi o = 30 x B) A i este viteza cu care se deplasează un element de suprafață dS. Cum 


ox R „ şi ținând cont de notaţiile de pe figura (53-1), se poate 
P.M.53. Sferă din metal, electrizată, în rotație ie: SI 

— h dS — RS 

PR | -Æ OG x | (1) 
SP 4r KoF 


O sferă metalică de rază R, uniform electrizată. 
sarcina superficială Q. Ea se roteşte cu viteza unghiulară const 
Să se determine potentialul vector şi vectorul inductie magneli 
un punct exterior sferei; să se interpreteze rezultatul obtinut. 
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= = dS ] F 
= i ze dS = y3 E pelt we y 
1-4 L ox R | Ho 9 O X | : J pi V pi dV =-Y [= (10) 
4x AR? Hr) dr 478 ar 5) 0) a i 
itest ] dV TO 
ntegraia ——— reprezintă potenţialul unităţii de 


Pentru efectuarea calculelor, facem apel la formula cunosc 
[F dS = |avFav. 4TEo 7 | 

(5) u) 
unde (S) este suprafața care delimitează volumul (V). 


Dacă luăm F = pu, atunci avem: av _ Azi? i | 
pr 3 r uy | 
| 


divF = pdivu + ugradp 


şi relaţia (3) devine: 


[upds = [ugradadV + fodivudy 
P) 


(1) 


r l ù 

Şi cum V z me „ se obține, în final, din relația (2), | 

(5) P | 
presia lui A: 

Ho Q 5 r 4R? Ho l peg? XT 

4r Arh r 3 4r 3 r? (12) 

Dacă r <R, - nu ca mai sus, unde s-a considerat că r >R. - se 


Să considerăm că u este un vector constant; atunci relaţi 


apătă forma simplificată: 
u feas =u fgradodV ; 


(5) (08) | 
une: 


iar ucă u este şi arbitrar ales, se obține: 
fod S= fgradpaV 
(5) v) 

Acum integrala din relația (2) se va scrie sub forma: 

3 l 

[= pei. 
IAN UA V 
unde V' eprezintă gradientul faţă de punctul (x0.y',z”). 

‘ar, deoarece r'= je)? + (p'-yP + (2-2)? , rezul 


y (ER, v (0-2 
x pi] r? ij pi r? 3 d 


unde V ste gradientul față de punctul (x,y,z), în consecinţă, av 


jol OXF 
4r 3 R 


Pentru a determina vectorul inducție magnetică B, se aplică 


rmula: B =rotA. 
Mai întâi se efectuează calculul: 


02°) 
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wi 
hak 


a. se: e a în g 5 4 
Probleme de magnelostatică şi inductie eleciromagnetică = 


A x (o x r) 
e 


Il 


Oxr 1 
POE = vxl 


TE 1 SS 
zlø@xr|=—Vx(øoxr)+V 
ř Lr f 


xterioare ale sferei. 


Rp. După introducerea sferei în câmp, acesta suferă o 
eformare, păstrându-şi caracterul uniform numai la infinit. 


z i YD -r07-0)+0-Wa-(a-V)+ 
A 


= Să presupunem că, inițial, câmpul magnetic uniform o este 
rV sp Ol O YE 


rientat paralel cu axa (fig. 54-1) Oz; deci că expresia intensității 


p p dă 
| 37 âmpului magnetic asimptotic H « este: 
Nu trebuie uitat că V ME = eră Astfel. în continuare, ave He = HK i (1) 
= mă pe i Expresia potentialului scalar magnetic asociat este: 
axr la> = Je gar a: E > Ap J 
ri == Bow) mor, o 7—4 gZ = =i gr COS (2) 
p r p* p 
respectiv: 
xr 3w r- æ 
7. ae ia ar RC Aa: 
r f da 
Dacă utilizăm notația: 
RO= u= 
RO o zej. m š 
3 
şi relațiile (12) şi (13), în final se obține: 
= Ho |lâm-r- m 
B=rot4 = pf n mp 
4r|r p” 


Se constată că sfera considerată se comportă, din punct 


vedere magnetic. în exteriorul ei, ca un dipol magnetic de moment m 
plasat în centrul sferei. 


P.M.54. Sferă de fier în câmp magnetic x ia SIN 
PPE nui 
Fig. 54-1 
Să mai presupunem că. după introducerea sferei în câmp 
magnetic, permeabilitatea magnetică a fierului este p. 


O sferă de fier moale, de rază a, se introduce într-un că 


magnetic uniform de intensitate Mo. Să se găsească expres 


plenţialului scalar magnetic corespunzător punctelor interioare şi 


Pa DP 
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d° R —24 dR = 
z e Ba ge 


ecuaţia YF = 0. deci se poate scrie: | R" 
3 
T 1 êf» oV E SE = A 9 er \ r dt” dt 
AV = zl” a) 7? sing 98 SS e + | ptinându-se ecuația pepi 
l hii “R AR 
i avy — „pă 2R=0 
+ e r e Mia gt” dt dt 
r“ sin” 009 : PE d 
Datorită invarianței sistemului faţă de rotația în jurul axei lua aR Er EN 7) 
di - dt 


V nu poate să depindă de o; deci avem (ôV /99)=0. 

Deoarece expresia asimptotică a potenţialului scalar « 

cunoscută (2), vom căuta O soluţie a ecuaţiei (3) sub forma 
i V = R(r)cos? 


unde R(r) este o funcţie de r. Astfel relaţia (4) devine: 


cosf d îi Z), Rr) d lina £ eos0) =0. 


Ecuația caracteristică (4 + A — 2 = 0), are rădăcinile: 
=] şi A = -2 ; deci soluția ecuației diferențiale este: 


1, 4 
R = Be mN (8) 


stfel, avem: 


e dr dr) r°sing dê E A 
Pl 
stai i St za cos0 pt.r>a 
af Ri RO) d a ci i i 
COS 9 r` Bee 0) x În sin” 8] =0. V A, i 
A d | sin d dă „| Bar + m cos8 At Eta 
sau Pentru determi | 
iai _ ru determinarea constantelor de integrare. ţi 
m i grare, ţinem cont de 
a d G g _2RŲ pon 8 cos _ 0: rmătoarele considerente: 
pa dr sin 6 - potenţialul V trebuie să fie lipsit de singularităţi; rezultă că 


în cele din urmă, avem: A=0. căci altfel am avea V (0) =c0: 
(r R'Y-2R(r)=0. 


- soluția asimptotică dată de relațiile (9) este: 
unde R'=dR/dr. l V, = Bros, (10) 
Relaţia (5) se poate transcrie mai detaliat după cum urme 
r° R"+2rR'-2R =0 
Substituţia 7 = e* conduce să se scrie: 


dR dt dR 4 
d dr dt 


e, 


ăci termenul în l/r- tinde asimptotic (7 —> co) la zero. 
Din comparaţia relaţiilor (10) şi (2). se obtine: B, = -H 4. 
In acest fel, relaţiile (9) devin: 


1 
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=-H r cos0 
V = e 
V, = Br cos? pt.r<a 


Pe suprafaţa sferei, V trebuie să fie continuă, iar derivat 
cu semn schimbat, trebuie să satisfa 


sale, care dau câmpul B 
ecuaţiile de trecere. Astfel avem 


r=u 


Condiţiile (12) permit să se scrie: 


A 
— Huacos6 +~ cos = B,a cos 0 


F 
2A 
Lal — H, cos 0 -= cos |= uB, cos 
a 
Relațiile (13) se pot transcrie sub forma: 
Á, 
-Ha tF > = Boa 
24 
Ho| — Ho "a = 4B, 


Din cele de mai sus se obține: 
— ll A 
H — ko H a 


A, = 

+ 249 
p cra Ab 
L i pi + 2 hlo 


4 | = pia 
introducând expresiile constantelor A, şi B2 în relaţii! 


avem rezultatul căutat: 


d1) 
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H=- ja 
K, =-H r cos0 +| — F ~- H, cosg 
, 1+2 Jr” 
7 3 pla 
V, =———— Hr cos 
H+ 2ko 


de V. corespunde punctelor exterioare sferei (r >a). iar V, 
respunde punctelor interioare (r <a). 


P.M.55. Steră din material izolant electrizată, în rotaţie 


a. O sferă din material izolant, de rază R=8 cm, este 
electrizată uniform cu densitatea superficială o=12 Cm”. Sfera se 
roteşte cu viteza unghiulară w=314 rad/s, în jurul unei axe care trece 
prin centrul ei. Să se determine inducția magnetică produsă de acest 
sistem în centrul său. 


Rp. O spiră circulară de rază r. parcursă de curentul cu 

intensitatea |. într-un punct aflat pe axa ei la distanţa h de centrul 

propriu. produce în acel punct inducția magnetică (M.1.58):: 

pod gi sin’ 0 = Bl in? 0, (1) 
2r 2R 

ci r = Rsin 0 ; diversele notații coincid cu cele din figura (55-1). În 


terminat de sarcina dq = odS , aflată în mişcare de rotaţie cu 
cvenţa v. În coordonate sferice, elementul de suprafață a are expresia: 
= RdO. Rsin dp. 
Deci se poate scrie: 

dI = vodS = voR” sin dig 


di «a o 
db = a. sin” 0 = le Mid R° sin” addo (2) 
2R 2R 


sum se poate calcula valoarea lui 2: 


ormula (1) se înlocuieşte I cu dl =vdq, curentul clementar 
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= 
_ HoVOR f | j z z 3g? 
adi cos 0 
sin” 040 |do [sin ado =- [U = cos? O)(dcos0)=|cos0--——| = 
o 0 a z 
2 4 
== 2 — — = — 
le] ind 
3 93 
Deci avem: 
HaVOR 4 AuyvoR  2uyooR 
B= cam = = (3) 
a 3 3 
Cu datele din problemă se obtine: 
B = 0,25 mT. 


Vectorul B are direcţia axei de rotaţie, iar sensul lui depinde 
de sensul de rotaţie a sferei. 

Observaţie. În sfera conductoare o nu este constant din cauza 
„rotației şi a faptului că sarcinile superficiale se pot deplasa. 

b. În volumul unei sfere omogene, de masă m și de rază R, 
„este uniform distribuită sarcina q. Sfera se roteşte în jurul unui ax care 
trece prin centrul ei, cu viteza unghiulară o. Să se calculeze momentul 
magnetic al acestui sistem şi raportul lui către momentul cinetic. 


Rp. În acord cu definiţia momentului magnetic al unei spire 
circulare (M.1.23), se poate scrie: 


dM = Sal, (4) 

unde dI este intensitatea curentului care circulă prin spira de rază 
„rsin (fig. 55-2). su 
În formula (4) avem: S =ar? sin? 0 şi dl =vdg, unde 
da = pdV este sarcina elementară care se găseşte în volumul dV; p 
„este densitatea volumică de sarcină. Astfel, rezultă: 

dq = pr? sin Girdâdg (5) 

dM = Sdl = Svdq = vp- mr? sin” 6r? sin Gdrdâdep 


fectuând integrarea, găsim: 


Fig. 55-1 


22 


Ştim că: pos 27 şi 
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ee 
rsin0 M q m 
eea (9) 
P 27 


c. Să se determine inducția magnetică By produsă în centrul 
sferei descrise la punctul b). 


Rp. Se poate imagina că sfera este constituită din straturi 
sferice concentrice, de grosime dr şi de suprafață 4mr. conținând 
fiecare sarcina dq = pdY . unde p este densitatea volumică de sarcină 


Sarcina conținută 
într-un strat sferic are 
expresia: 

dq = 477" drp. 
iar inducția magnetică 
produsă de un asemenea 


Fig. 55-2 | 

op 4 R? 4ropĚ 1 A strat aflat în rotaţie, în 

Sa i e ao eee» 08 SE i5 =- ogR", acord cu rezultatele ante- 
a ds : 4 rioare este: 


deoarece rezultatele de la cele trei integrale sunt R3/5, 4/3 şi 2m 


respectiv , ' pentru că q = AR pl3. dB = e en 
În acelaşi timp, în acord cu definiția momentului cinetic, a m 
putem scrie: , SINA ia da dori pâh = 244y0Pp 
dP = or? sin? 0- dm = sin 0: ydV , ig. 55- 3 
-rdr 


unde cu y s-a notat densitatea de masă a materialului din care esti 


confectionată sfera. 
În consecinţă, tinând cont de cele de mai sus, avem: 


R a 27 
P=yo [rar [sin 040 fao, 
0 0 


nducția magnetică în centrul sferei are direcţia axei de rotaţie. - 
ensul ei depinzând de semnul sarcinii şi de sensul de rotaţie — şi are 
modulul: 


0 


B = $ opk? ; 


De 


terien 
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P.M.56. Suprafață sferică parcursă de curent 


a. Pe suprafața unei sfere conductoare de rază R, cur 
fig. 56-]). Care este indi inii i i 

(fig. 56-1). C te ind T Rp. Liniile de curent sunt semicercuri dispuse după 
neridianele sferei. 

Aplicând teorema lui Ampère (M.1.30), referitor la punctul M, 
conturul circular l; de rază r, se obține: 


curent de densitate constantă Kiota 


magnetică în centrul sferei? 


Rp. O zonă in 
de rază r, parcursă 
curentul dh, produc 
punctul O ind 
magnetică (M.1.58): 


dB = Yo sin 
2r 
cum r=Rsin0,.: 
scrie: 
Hdl r 


~ A P ale 
2 K 

l Întrucât d] = ky. 

Fig. 56-1 (fig. 56-2, a şi b) avem 


B = [Ho R° sin” Ok,RdO = Haka [0 - cos2046 = soku: 
A n 4 ; ; 
b. O sferă conductoare. omogenă. este prevăzută cu 

orificiu O: prin acesta se introduce un conductor rectiliniu de- 
diametrului vertical d'd în aşa fel încât în punctul d” conduct 

| în contact electric cu sfera (fig. 56-2). Un curent conti 
intensitate 1. circulă de la d” spre d, apoi parcurge întreaga sui 
sferei ajungând la orificiul O şi continuă să circule spr 
circuitului prin tubul T sudat la orificiul O. Să se determine 
într-un punct M; din interiorul sferei şi într-un pune 


Fig. 56-2 


magnetică 
exteriorul acesteia. 
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f8. di=l > 2mrB,=1 > B, = pan M.16. Bobină parcursă de c.e. 
FI å 
i 


Un ansamblu de spire circulare (M.10), sau de altă formă. 
stituite din conductori de diverse grosimi, se numeşte, în general, 
bină. Acest termen poate fi folosit în cazurile când nu interesează 
orma bobinei. 

. Dacă spiralele unei bobine sunt circulare. în număr mic. strâns 
ate una de alta, şi au raze aproximativ egale de dimensiuni mult 
ai mari decât dimensiunile secțiunii drepte a întăşurării, se foloseşte 
denumirea de bobină plată (sau subțire). În cazul acestor bobine, se 
not folosi formulele deduse pentru spira circulară (M.10), ținând cont 
de numărul de spire. Rezultatele obținute în acest fel, sunt afectate de 
erori care se pot calcula. fiind practic neglijabile. 

Solenoidul este. teoretic, un ansamblu de curenţi circulari de 
celaşi sens, de aceeaşi rază şi cu centrele pe aceeaşi axă. 

Practic, se dă aceeaşi denumire unei înfăşurări elicoidale, din 
fir conductor, cu pasul foarte mic, bobinat pe un cilindru a cărui rază 
este mult mai mică decât lungimea acestuia. Prin lungimea 
solenoidului se înțelege distanţa dintre spirele extreme ale lui. 

Dacă lungimea solenoidului nu”este mare faţă de diametrul 
spirelor, se spune că avem o bobină solenoidală sau bobină dreaptă. 


În cazul unui punct aflat în exteriorul sferei, acelaşi proceden 
conduce să se scrie: 
Bed =1-1 şi B,=0. 


E 


t 


P.M.57. Bobină oarecare 


A 3 A A zidi sat 
a. O bobină are inductanța proprie L=16-10 H . Ea este 
rcursă de un curent a cărui intensitate creşte uniform în intervalul de 
mp Ar=02s dela Z= 0 la 75 2A. Care este t.e.m. indusă în 


Rp. Se aplică formula (M.3.1): 


eat 2 ua E y (1) 
At 


T.e.m. indusă se opune creşterii curentului. 
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b. O bobină de inductantță proprie L este parcursă de un e 
a cărui intensitate i creşte cu viteza di/dt. 1” Care este pu 
furnizată bobinei? 


Rp. Puterea electrică are expresia [1], P. =e i unde 
e = -L(di/d0); de aici avem 
di 
dt : 
2° Ce energie i se furnizează bobinei. dacă intensiti 
curentului creşte de la zero la / ? l 


P=Li 


a acestuia? 


Rp. Deoarece dW, = P,dt , avem: 
l ; 
dW,=Lidi şi W,=L fidi= -Lr 
0 


c. O bobină de inductanță proprie L = 2H şi de rezis 
R = 8Q, este alimentată de la o baterie având tem. E = 8 
conectată la capetele ei. Care este energia înmagazinată în câi 
magnetic produs de bobină? r 


Rp. 


w=1LP RA J 
2 > R? 


d. O bobină are N = 800 spire şi este parcursă de un curent Pipar 


intensitate Z, = 2A. Când intensitatea curentului creşte până la 
12A. fluxul inducției magnetice prin suprafata secţiunii transvers 


bobinei a variat cu Ag, = 0.001 Wb. Să se determine indue 


proprie a bobinei. 


Rp. Fluxul prin sectiunea dreaptă a bobinei este Hiari 
prin înfășurarea bobinei este ø = Nọ,- n acord cu formula (M. 


putem scrie: 
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Ag=NAgG =LA şi L= NĈÉ. = 008 H 


e.O bobină are inductanța proprie L= | H şi rezistența 
1.000 Q. Ea este conectată în serie cu un generator de ee. cu tem. 
10 V şi un întrerupător K (fig.57-1). Rezistenţa, restului circuitului 
e neglijabilă. 1% După cât timp de la momentul închiderii circuitului, 
intensitatea i a curentului va fi egală cu 77 = 50% din valoarea finală 


Rp. În cărţile de electricitate [1] se arată că, la închiderea sau 
jeschiderea circuitului, intensitatea curentului care îl parcurge variază 


în timp după o lege care este soluția 
ecuaţiei diferenţiale, obținute prin aplicarea 
legii lui Ohm: 


di : 
k= E (4) 
dt 
La închiderea circuitului. solutia 
este: 
„dă -i 
i=>|l-e! |, (5) 
r| 
iar la deschiderea acestuia: 
j=—e! (6) 
p 


nde i este intensitatea curentului la momentul /, după închiderea sau 
eschiderea circuitului, iar 7 = Lir este constanta de timp a bobinei. 
Aplicăm formula (5); avem deci: 


i p 
pehle "y 
jJ 


; Cottle ESE i 
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E ENNE E aa Rp. Aplicând relația (5), avem: 
unde ], =— este intensitatea curentului în regim permaner ih 
4 Ş Dj 
j ş i = fag =0,69 A 
continuare se fac calculele: ra , 
T r 
i _ EA ES | | 
Al jeg E te gi Bt al f. O bobină cu inductanţa proprie L = 2 H şi de rezistență r = 4 


este conenctată în serie cu un generator având t.e.m. E= 4 V şi un 
trerupător (fig.57-1). 1% Dacă la închiderea circuitului. intensitatea 
wentului creşte după legea (5). se cere să se calculeze puterea A 
rnizată de generator la momentul / = 0.5 s. 


0 
4 & 

— Et 9077 şi t=->ln(i- 7) 
L r 


Cu datele de mai sus se obţine: 
Rp. Se aplică formula cunoscută. 


pag teza t) | (8) 
P 


Cu datele de mai sus găsim că i = 0,634 A şi Pe =2.53 W. 
0 x a... i ia 
2” Care este puterea corespunzătoare degajării de căldură? 


pe EEE =0,7 m/s 
1000 


2° Cu ce viteză creşte inițial intensitatea curentului în circi 
închiderea lui, dacă L = 1 H; £E=10V şi r= 89? 


Rp. Deoarece, în momentul închiderii avem 7 = 0, formul 


di Er =M POE e Rp. Se aplică formula | 
ne dă: — = f [e „De | Par? ma 
di _E g A/s se găseşte: P. =1,60 W. 
dr E 3° Care este puterea corespunzătoare energiei înmaguzinule 


câmpul magnetic din spaţiul mărginit de bobină, dacă expresia 


3? Care este viteza de creştere a intensității curentu ) 
steia este [1]. 


momentul când i = 1 A? 


Rp. Plecând de la ecuaţia (4), avem: mi 
di r. Edi E-r 
at ka Li = Fă ăi dt DE Rp. Acum putem scric: 
ză e ea) i : 
j tă Panie “=h 
de unde rezultă: m i 

di | 4l Rezultatele obţinute confirmă egalitatea: 
d AS : | 
dtl P, = P pE (11) 


i S a ERT S a 
4? Care este intensitatea curentului instantaneu, după ord cu ecuația diferențială (4). 


de la închiderea circuitului? 
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P.M.58. Bobină circulară plată 


a. O bobină plată este formată din N spire ciculare. 
subțire, înfăşurate sub forma unei spirale plane, ale căror raze v: 


între. Ri şi R2> Ri 


d a a | 
Dacă Ra ka şi i itp Bala 05 e BOA 


bobinei (coroanei circulare), (fig.58-1), să se determine ine 
magnetică în centrul sistemului, când acesta este parcurs de un cu 


având intensitatea Z. 
Rp. Procedând ca în cazul P.M.33-a, avem: 


m Ra 


a UR =R} R 


În cazul când a = Rə = RS 


| 


unde 


proceda după cum urmează. 


R=7 (Ri +R, )>> a.v 


a a 
R R k l+ 
Avem: — = 2 a —2R 
E pf qa? 
2 2R 
Fig.58-1 
k a ; 
notând —— = x. putem scrie: 
2R 
E Ei 
E E dt T 
2 3 4 
2 3 + 
y W X 
e T PE T O E- 
2 3 4 
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+ x yoy 
Ha etits- nl) 2 x Pt E 
l-x E 5 
xox 
= 23) pr ame 
3 -5 
a 
1+ şi TES: 2 i 
Adică: În 2R -2 ete Se | Aa 
i a 2R 34 28 
2R 
Din cele de mai sus, rezultă: 
NI a 
Pb Lp 2) 
2R 2R 


b. Să se determine valoarea maximă a raportului «/R. pentru 
a. aplicând formula corespunzătoare unei spire de rază R parcursă de 
urent (M.1.62). să se comită o eroare de până la 1/1000. 


Rp. Se cere să avem: 


a îs E i 
12R° 1000 
pentru aceasta, este necesar ca 
a 
RN 3 
R“ (3) 


b. O bobină circulară plată cu N = 50 spire, strâns legate una 
lângă alta, de rază R = 20 cm, este parcursă de un curent cu 
intensitatea 7 = 5 A. Ea se găseşte într-un câmp magnetic de inducție 
B= 0,4 T. Unghiul dintre axa bobinei şi vectorul B este a = 30). 
(fig.58-2). Care este momentul de rotaţie ce acţionează asupra 
bobinei? 


Rp. în acord cu formulele (M.1.24) şi (M_I 26) avem: 
MI S=7 RI şi, M=N M, 


ee 
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{ < 


T=M Bsina=A 7 R-1 Bsina 


d. O bobină subțire cu N = 4 spire circulare de rază R = 3 mm, 


Cu datele din enunţ. se ob ste conectată la un galvanometru balistic. Ea se introduce brusc într- 
T=6,28 Nom 

b. Ce lucru se efectuează. c 
se scoate bobina din câmp? 


m câmp de inducție B printr-o mişcare de translație, perpendiculară 
e liniile de câmp. In consecinţă, sarcina electrică ce parcurge 
circuitul, indicată de galvanometru, este Q = 2 uC. Dacă rezistența 
l — ntregului sistem este r = 40 Q, să se determine modulul inductiei 
Rp.Se aplică formula (M.1.18) nagnelice. 
putem scrie: 
Ky T= I(7 -ġ,), unde f =0 
p=BNS=AZ R° Bcosa 
Fig.58-2 În final, avem: 
r=N a RB Icosa=10,92 J 
c. O bobină plată cu N = 16 spire, strâns legate una de alta, 
rază R = 4 cm este plasată într-un loc de pe glob, astfel că axa ei e 
orientată în planul meridianului magnetic. În acel loc, compon 
verticală a intensității câmpului - magnetic terestru, cs 
H, =33,6 H/m, iar unghiul de înclinație magnetică este J=63 


Rp. Se aplică formula (M.3.3) şi se găseşte: 
Ba El aof 
SN 

e. O bobină circulară plută este constituită din A spire. 
strânse una lângă alta, de rază R mult mai mare decât grosimea 
întăşurării, este parcursă de un curent cu intensitatea /. Se ştie că 
M.1.61) inducția magnetică, într-un punct M de pe axa bobinei, are 
expresia: 


— 


UN 1 p 
2 (R2 +22)" 
unde = este abscisa punctului M, plecând de la centrul acesteia 
(fig.58-3). În centrul bobinei, inducția magnetică are valoarea 


B 


(6) 


Ce intensitate trebuie să aibă curentul care, parcurgând bobina. si 
creează un câmp magnetic de intensitate Æ astfel că rezultani 
câmpului magnetic H,. în centrul O al acesteia. are direcţia verticală 


Relația între cele trei elemente ale câmpului magnetic terestru (M.1.62): 
a Nici a Scuter TER K UN d 
componenta orizontală Ay şi înclinația este -== (9J . e m de (7) 
Ta T 2 R 
Să se reprezinte 


Rp. Bobina trebuie să creeze în centrul ei un câmp de 


intensitate FI egală cu Hp şi de sens opus. Deci, trebuie să avem E a a Ai na 
g curbele: b =— în funcție de 


N $ Hp P : a 4 
(M.1.60): H = H9> SR = = Din cele de mai sus se obține z 
tg. baa Tory $ 
è variabila 7 ==- şi b= f (7): 
2ER- sa R | 
= Ta = U,V0/ totodată să se precizeze punctele 
ză corespunzătoare absciselor: 


Fig.58-3 
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ŰR 


n=0.1; 7=05 y=. 


Rp. Plecând de la formulele (6) şi (7). putem scrie: 


b ehar” 
şi = = -3l r pa 


Curbele sunt reprezentate în fig.58-4. 


Curba f (77) este simetrică faţă de axa 77 = O şi trece printr- 
maxim pentru 77 =0; f07) tinde către zero, când 7 tinde către + s% 


Fig.58-4 
Această curbă are două puncte de inflexiune când 1] == 


după cum rezultă din ecuatia: 


Li 


f" Up =30 +7)? (4 si 


0 
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f. O bobină plată are N = 200 spire de rază R = | cm şi este 
rcursă de un curent cu intensitatea 7 = 0,1 A. Pe o dreaptă care 
eacă din centrul ei (O) şi este înclinată faţă de normala la bobină în 
nctul O. cu un unghi a = - 60°. se găseşte un punct P situat la distanta 
0.5 cm. față de punctul O. Care este intensitatea câmpului 
ugnelic produs de această bobină în punctul P? 


Rp. Teoria arată că intensitatea câmpului magnetic produs de 
bobină (circuit) într-un punct aflat la distanță mare de aceasta 


fiu.58-5) are expresia: 
aT ñ 
73 P 


În acest caz, H nu depinde de forma geometrică detaliată a 
obinei (circuitului) ci de momentul magnetic al acesteia m = A/S 


M.1.24). 


H= 


4r 


(10) 


Formula (10) are o formă 
asemănătoare cu cea privind 
intensitatea câmpului electric produs 
de un dipol electric (P.E.25-2) [2]. 
Aceasta sugerează că un circuit 
magnetic. în condiţiile descrise în 
enunt, se comportă asemenca cu un 
dipol electric. De aici provin 
denumirile de dipol magnetic şi de 
momentul dipolului magnetic. 
(fig.58-5) | 
Plecând de la formula (10) vom scrie: 


“| ol; m. e olii . r 
A 1? pa E 


k 
#1 


” 
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5 3 2 Si 2 
l -à (a. 7) xi 
Ar) | ml” 


Deoarece m-l = m-l cosg, avem: 


TE (m y e T 


Cu datele din enunţ se obține: 


m A N 3cos? Q +1 = 528.103 A/m 


zl 
P.M.59. Bobină sferică 


O bobină are ca suport o sferă din material feromag 
Spirele circulare ale acesteia, din fir subțire și izolat, cu diametri 
0.4 mm, sunt îniăşurate în mod regulat, una lângă alta, într-un si 
strat. Centrele spirelor sunt distribuite de la un capăt la celălalt a 
axe care trece prin centrul 
Când intensitatea curentulu 
parcurge înfăşurarea este / 
permeabilitatea aliajului dir 
este făcută sfera are va 
4, =400. Să se  dete 


inducția magnetică în 
acestui sistem. (fig.59-1) 


ED 


Rp. Să considerăn 
dintre spirele bobinei car 
centrul O` la distanța y =. 
la centrul O al sferei (fi 
Inducţia magnetică B` 
acestei spire în punctul O 
expresia (M.1.58): 
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y 


Fig.59-2 


AAEN R. 0) 


w 32 
2 +p’) 
Inductia magnetică B, datorată tuturor spirelor în centrul 


sferei, va avea expresia: 


id sa 
base ~ sin 2 
>, T | (2) 


mn 3 pa 
Deoarece p= F’ unde N este numărul total de spire. iar n 


numărul spirei faţă de spira care are centrul în punctul O şi 
|— cos 20 


ă 3 . 3 . 
osind formula sin” o = —— 7 „ putem serie: 
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Suma termenilor în ..cos” este nulă. pentru că fiecărui 


Lln Í i Eo 
B =“ |cos6,|+icosa |] (2) 


mn 3 
că îi cores e unghiul 7 — A ă în i ; ' si 
îi corespunde ung 4 ând M se găseşte în interiorul ei şi 


uatear cosinusului unghiului zz n/A. Astfel avem: oh i 
contrar cosinusului ung | ȘI B = —cos6, (3) 
Ran N - | 
5 sin Ta ct acă M se află în centrul unei spire extreme. 
| i 4 Tr fag afi BaT asist 
l e fa i In formulele de mai sus. cu p s-a notat numărul de spire pe 
iar relaţia (3) capătă forma: itatea de lungime. iar cu 6, şi 0, s-e iuri 
LIN un ingime. iar cu 6, şi 0, s-au notat unghiurile sub care se 
Ba văd razele spirelor terminale ale bobinei din punctul M. respectând 
4R condiţia ca 6, şi 0, să aibă valori cuprinse între o şi 7. 


AR , ; x A citi ENS ' 
eneee N = formula (4) devine: Dacă M se găseşte în centrul bobinei, avem 0 =0,şi 


0, =T — 0y şi se obține: 
B = Hold 
4d 


Cu datele de mai sus. se obține: Bal Ta 


B, = tiyn Icos, (4) 
În cazul unei bobine solenoidale, care are lungimea l, mult 
mai mare decât raza spirelor, sc spune că avem un solenoid de 
P.M.60. Bobină solenoidală pere infinită Și meran pue de pa a în interiorul ei. atât de 
departe de extremități încât 0 =m şi 0, =0, modulul inductiei 
a. O bobină solenoidală, are N spire circulare, din fir agnetice are expresia (M.1.68): 
de rază R, Sean ie lângă alta, cu centrele pe aceeaşi axă ş 
o lungime a < R. 1? Să se evalueze inducția magnetică în 
acesteia. 2° Ce dă trebuie să aibă raportul a/R, pentru ca. ap! 
formula bobinei plate (P.M.58-1), să se comită o eroare de pi 


1/100? 


B= gnn? (5) 
Observaţie. In cazul solenoidului infinit lung. inducția 
nagnetică în orice punct aflat pe axa acestuia. depinde numai de 
rodusul 7⁄7 Î care. atunci când / este dat în amperi. este numit 
număr de amper- spir e” 


Rp. 10 inducția magnetică într-un punci de pe axa Modulul janji magnetice nu depinde de sensul curentului 


solenoidale, destul de lungi. are expresiile (M.1.06): rin Apr, Sensul vectoruiui B este precizat de regula: burghiului. 


ph l eosg,|-'cosâ,] 


ü = > r . $o oa în n 
2 Plecăm d la Toena (4) şi referindu-ne la fig.(60-1). 
criem expresia: 


când punctul M se află în afara bobinei; (M.1.67) 
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a/2 
cosh = — 


la g 
Rep 


\ 


Fig.60-1 
a 
B= Han d E dl ea L^ If TE : i 
Io la g 2R 4R- 
Va 
LN Ij, a 
AR 8R? 


Pentru ca abaterea de la valoarea lui B obținută prin apli 
formulei (6): 


RIS < A trebuie ca Ta 0,28 
SR 100 R 


b. Să se arate, aplicând teorema lui Ampere, că in in 
solenoidului infinit lung, câmpul magnelic este uniform. 
exteriorul acestuia este nul. , 

Rp. 1° Să considerăm un punct M. situat în afara axei ac 
Inductia magnetică este perpendiculară pe planul de simetrie câi 
prin punctul M, situat în interiorul sau în exteriorul lui. şi este 


perpendicular pe axă acestuia (fig.60-2). Sistemul nu se i 


Di 


printr-o translație paralelă cu Oz şi nici printr-o rotatie în jurul. 
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Deci inducția Bar 
putea depinde numai de 
distanţa d la care se află M de 
axă. 

Să considerăm acum, 
un contur rectangular 
AA'B'B, aflat într-un plan 
care trece prin axa 
solenoidului. în interiorul 
acestuia şi cu latura ÆB pe 
aceasta (fig.60-3). Aplicând 
teorema lui Ampere (M.1.30) 
se poate scrie: 


Fig. 60-2 B. A'B'— pn [-AB=0 (8) 


A` ṣi BB`. 


A B' 5 
A B z 
DP D8-—- 

Fig.60-3 


Deci. în interiorul solenoidului, B nu depinde de distanţa 4/ și 
istanţa d $ 


ste unitorm. 


Upg rys > BE 
2 Să alegem conturul AA'B'B astfel că latura AB se află pe 


i . n a lae a Vaal e E at 
olenoidului. iar A'B' în afara acestuia (fig.60-4). Acum, conturul 
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=N IS Bsina, (11) 
mde & este unghiul dintre axa solenoidului şi direcția lui B, 
Cu datele de mai sus, se obține: IT = 0,1 N- m. 


e. O bobină dreaptă (solenoid) de lungime /, cu N spire de 
uprafaţă S, este parcursă de un curent cu intensitate 7. Care este 
nergia câmpului magnetic localizat în spatiul mărginit de bobină? 


Rp. Aplicând formula (3) și formula (M.1.90) se obține: 
l ] MATS p 
A d] 


po / 


A (1°) 


si to id nde 44, este permeabilitatea vidului. 
lui Ampere ne dă: 


AB Această energie potenţială, la întreruperea curentului. este 
B-A'B'— unt AB =—pn | I 


estituită circuitului. 
Utilizând formula (M.1.68) se obţine expresia densităţii de 


Deoarece L= AB, rezultă că un solenoid nu produce, cân l 
nergie magnetică (M.1.103): 


magnetic în exteriorul lui: 
i B=0 
c. Un solenoid (bobină dreaptă) comportă N = 1200 s 
circulare. al căror diametru este mult mai mic decât lungimea /=0.8 
Solenoidul are inductanța proprie L > 0.5 mH şi este, parcurs de 
curent cu intensitatea / = 0.5A. Care este momentul magnetic 


f. Un solenoid de lungime / mult mai mare decât raza R a 
pirelor. este constituit dintr-o înfăşurare din fir conductor cu masa 77, 
ensitatea d, rezistenţa r, şi rezistivitatea Ø. Care este expresia 


solenoidului? l i | 
nductanţei proprii a solenoidului? 


Rp. Folosind formulele (M.1.24) şi (M.1.90). se obține: 


M ga = 0,13 Anr 


Ho N 

A 3 i e pa 3 si Antr | 

d. Solenoidul descris mai sus, se găseşte intr-un 
magnetic de inducţie B = 0.8 T. Care este momentul cuplului 
a 1? 


EER 
a) 


Rp. Plecăm de la formulele cunoscute: (M.1.90) L = 44, =e 


mde N este numărul total de spire al întăşurării şi S =mæR7 este 
rafața unei spire. L= 27kN - unde £ este lungimea totală a firului. 

7 S EE T E EE eri? de Tiei si parea “Je 
ce acţionează asupra lu £s d-unde s este suprafața secțiunii drepte a firului şi r = p(4/8) 
nde p este rezistivitatea metalului din care este făcut firul. 


Din cele de mai sus rezultă: 


Rp. Un solenoid aflat în câmp magnetic. se comport 


i HIS z for MD] 
maenet de moment magnetic M = N I S. După tor mula (M.2.1) 


M 
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A PI r ipm irm 
= s pmt aLa ge si 
i P Yrd N 


i i a a 
i h. Un solenoid lung. are bobinajul în stare supraconductoare. 

te unit la capete (închis) și este parcurs de un curent având 
Fe L e Alo rm 
a! 4rlpd 
ste constituită din N = 200 spire ideni 
= 1 cm distribuite uniform pe o lan 
sa este din Cu, cai 


intensitatea /, = 2,4 A. Care este imensitatea curentului prin 
lenoid dacă, prin întindere. lungimea lui a crescut cu 8%? 
g. O bobină dreaptă € 


circulare şi coaxiale de rază R n dis i 
1 = 40 cm. Firul din care este constituită bobii 


Rp. Se scriu  inductanțele proprii ale  solenoidului 
corespunzătoare stării iniţiale şi după întindere: 


-8 a x àù ă în seri iza iza 
rezistivitatea p=1,7-10”(:m. Aceasta este conectată în serie c X BNS | po NS 
“baterie de c.c. şi un întrerupător. În cât PUN de la moment l j j 
deschiderii circuitului, intensitatea curentului ia îl parcurge se Cum fluxul inducției magnetice se conservă, avem: 
cu 50% din valoarea acestuia în regim permanent! jetls 

Rp. Se aplică formula (P.M.57-6) din care rezultă: Din cele de mai sus rezultă: 
I bo F e mpi M Al) 
iin atei i g l=1-=]—=|l+— |I 
j ; L ZA l Í l 
Í = O =n 
P 


Al 
Deoarece — = 77 = 0,08 , se obtine: 
unde r este rezistența firului. l 7 
Inductanta proprie a bobinei are expresia: 


NS hr R P'=1(1+q)=26 A 
N E 


i Un reostat sub formă de solenoid. este conectat în serie cu o 


m 


E = . s . 
l l rezistență R. El este dispus 
iar rezistenta firului se calculează după formula: orizontal. într-un câmp 
oz RN magnetic uniform, care are 


direcţia axei solenoidului. 
Cursorul C se deplasează 
uniform paralel cu axa, cu 
viteza v (fig.60-5). 


r= pp m 


unde £= 27RN este lungimea firului. k 
i i (1240. expresie ) 
Tinând seama de formulele (13) şi (14). expresia (12) de 


La N RS In la Solenoidul are n spire, de 
paie afas S fiecar i 
pi ; suprafață S fiecare, pe 
5 rom unitatea de lungime. Ce 

Cu datele din enunt. găsim: ! | 
Cu datele din enunt. £ 3 intensitate are curentul care 
t=0,26 m-s circulă prin circuit. dacă 


rezistența fiecărei spire este 
Fig.60-5 fă 
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U 
Go 
> 


Rp. După legile inducției electromagnetice (M.3.1), Î 
circuit apare o t.e.m. indusă, dacă suprafaţa acestuia este străbătut 
un flux magnetic variabil, sau dacă el taie linii de câmp ale unui ci 
magnetic staționar. Aceste condiţii nu sunt satisfăcute prin deplasa 
cursorului. În consecință, prin circuit nu va circula curent electric. 
Observație. Dacă se aplică automat legea indu 
electromagnetice, (M.3.1) se obține un rezultat greşit. — 
Avem de a face cu o problemă de tip cupcemă. 
j. Să avem un solenoid lung constituit din n spire, de rază R 
unitatea de lungime. Acesta este parcurs de un curent a că 
intensitate variază cu viteză constantă 1 A/s. Să se determine modu 
vectorului intensitate u câmpului electric turbionar E. în functie d 
distanţa r de la axa solenoidului (fig.60-6). 


Fig.60-6 
Rp. Se pleacă de la relațiile cunoscute [|]. 
2 3B 
Eeen: 
ĉl 
= = d += Ten CA o = d z z 
[rotE -d5 =- |B-dS şi [Edl =-—- [B-dS 
5 di 3 č dt Ș 
Din ultima relatie, se obține: 
Fus e 
2 7 Hpac B-dS 
drz 
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B, = unl 


Se ştie însă că (b 
ş (b) B,=0 


. - într-un punct interior al solenoidului; B, — într-un punct exterior al 
solenoidului. 


În acelaşi timp vom avea: 
O, = th nizr? 
O, = ugnizR? = const 
Relaţia (16) permite să scriem: 


dø _|uonim? r<R 
d uniaR’ r>R 
dọ [|2mrE, r<R 
dt \(2mE, r>R 
De unde rezultă: 
2E, = ynin’ r<R 
2mrE, = poniak? r>R 


LI r<R 
E=4, 2 
zonik? Ir r>R 


Graficul din fig. (60-7) sintetizează rezultatele de mai sus. 


E 


come m m m 
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k. Un solenoid lung are n spire, de rază R, pe uni 
lungime şi este parcurs de un curent alternativ de 
i= 1 sin af. Să se exprime densitatea curentului de depla 
funcţie de distanța r de la axa solenoidului (fig. 60-8). 


Pr 
Ir 
ERA n i sabos 
X A b | H 
me dj- +4- ii PEN E e EE 
tb 
i | | 


Fig.60-8 

Rp. Se ştie că (punctul b): 
tni la r<R 
0 la r>R 


O cale de rezolvare, pleacă de la relația [1]: 


orz) ip 1e, = E, =0==8, 
r Op 07 

(roz) E ôE, | Le 1 E, E | 
Or r” rog 


a 


Cum Bare numai componenta B.. alegem Æ. =0, 


şi avem: 
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E, la 
na ee se, S 
OF P 
E, 1l 
— +E, =0 FSR 
or r 
[be, = -B,r r<R 
|(re,)=0 r>R 
f 2 
PE, = Ba PSR 
rE, SĂ r>R 


ia 
E, =- B," pep 
"aa 
je R 
BB raf 
BEE d 
= OD, GE, PR 
Cum T ), = rI = £y p avem În final: 
| iii Eo Br pr < R 
F 2 
TP ), a Erg R? (19) 
-=> B, —— r>R 
E Iu 


— — 
Se vede că j, nu este nul în afara solenoidului, deși B = 0. De 


Se poate rezolva problema şi pe o altă cale, calculând mai 


potenţialul vector Æ pentru punctul P aflat la distanta 7 de axa 


olenoidului. 
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Ştim că [1]: [ | „2 
VIII e 3d rA = ghn i - 
E= -grad V- Em i 2 
| CI TA, =K 
dar grad V =0, deoarace nu avem sarcini statice. De aceea p - 
sere A, este continuu pentru r = A. ceea ce permite să scriem: 
 GÂ : — stanika : 
=-— şi B=rotA sg Mn i R şi 
ôt ) 
Cum m ci gee 
S-U iy KLR 
1 ôA. ðA 5 
B z — So = — P 0 A 
r Op 0, R? 
5 á = — Ping „> 
A 3A a Hn i — r>R 
Be pasi a) 2 7 
p = PeT ; ; 
az ôr Dacă notăm gn i = B(t) putem scrie: 
04, 1 1 84 | 
A pi ae ep adfy < R 
z ôr o ô >. r 
r r 09 PS 2 m 
=- l " p ji i R? | (2 ) 
Alegând A, = Oşi A. =0şi impunând ca Fă =0, pe -T r>R 
[ $ în pr 
ca B,să fie nul, se poate scrie: (0.0, 4, ), și o 
= tt, P 3 
24, x aD > Bi PLR 
= —A, = hni PZR Jepi. Sa E a R? (21) 
Or i aB r>R 
DA 1 B A y 
l4- A, =0 r>R 
10) MII 
Prin înmulțirea cu 7. se obţine: 
Și ) : 
= (4 ba Hir r< R i u | 
A o |. În centrul unui solenoid. de lungime L. care comportă N 
$ (rA ja 0 pSr re de raza R. inducția magnetică este dată de formula (2): 
se U Pi = g cota 
Și p TE E 
ȘI iai — COS, 3 (22) 
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M.17. Două bobine 

P.M.61. Două bobine plate 

Un sistem este constituit din două bobine circulare, plate şi 
oaxiale. Bobina S; are N; = 400 spire de rază R; = 30 cm, iar bobina 
„are N, = 40 spire de rază R = | cm. Bobinele sunt parcurse de 
urenţii Z = 2 A şi b= 2 A. în acelaşi sens; distanţa dintre centrele 
obinelor este x; = 20 cm. (fig.61-1) Să se calculeze inductanta 
mutuală M a sistemului şi forta electromagnetică de interacţiune / 
entru cazul în care R, este atât de mic. încât variaţia intensității 
âmpului magnetic în punctele suprafeței bobinei S> este negati i, 
ă se arate că forta F este maximă când x = R,⁄2. 


iar inducția magnetică într-un punct aflat pe axa lui situat în 
unei spire extreme este (3): 


pz 


yN 
Ho l cosa. 


unde unghiurile a, şi œ sunt definite prin fig.(60-9). F 
notaţiile de pe fiu.(60-9), să se găsească o relație între B, 
p oc NZ / 
K = LÀ def li 


Rp. În acord cu n 
de pe fig.(60-9), r 
sus, capătă forma: 
By =47 K cosa, 
ŞI 
. Bam Ksg 


i 

l 

| 

d 
w A 
| 

l 

I 


Fig.60-9 


Totodată. se vede că se pot scrie relațiile: 


L ma i 
R=Ziga, =L tga şi za Q, = SG 
i 4 | SET: 
Aplicând formula 1+/g a =-—z—. relația (25) 
cos a i 
forma; iz cit 
3 E : a Rp. Inducţia magnetică în centrul bobinei S> este (M.1.61): 
cos'a 4cosa, 4 a d NI, R? 
Din relațiile (24) şi (26), rezultă renn SU 0) 


l l 3 
5 + "a # E 
B? BZ IrKk 


binei S$, este (M.1.82): 
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Cu datele din enunţ se obține: 
M = 6.04 uH, F=011 mN şi x =15 cm. 


max 


P.M.62. Bobinele Helmholtz 


2 


fa a N,N RIR; 


M = f — a(R? p H a. Două bobine circulare plate $; și S+ identice. constituite din 
f l Aa = 40 spire de rază R = 10 cm fiecare, au aceeași axă: distanta dintre 
sau M =K + X ) centrele lor este d= O, Oz: 
Ho (a RERN N Bobinele sunt parcurse de 
a € = =- 3 N N . ege 4 
unde K Pi (z pg a S4 S2 curenți de aceeaşi intensitate 
Pentru calculul forței, aplicăm formula (M.1.86): i e având acelaşi sens 
dM ig.62-1). Care este 
Fell = inducția magnetică în 
dx punctul ©. aflat la mijlocul 
Expresia derivatei este: >y : 
Expresia iii ai segmentului OO, şi în 
divi El í 2 b wa E | F? 
e BRE -3Kx(R; +x ) punctele O; şi O». dacă d = 
TAI i dx R. Un asemenea sistem 
În final. se găseşte: poartă denumirea de 
x bobinele Helmholtz 
F=—KIl, TE R ý 
Rè +x] p 
forta este de atracție. i ) scrie ge e 
ori netice în punctele O. O şi 
= te nulă. : 
Când x = 0 sau x — %, forța F este pă O: produse de bobina S; 
Forta capătă valoarea maximă când zS 0, adică Figa SUNE LM. 02 (16. 
i IX N. i N 
când? Bi, = Ho i = be i a şi Bo = sAd £ x , 
i ppe i . l S45 i £ 242 
] DX 
— = 0, (1) 
(rR? 4 Ly (R? be j a cele produse de bobina S+ în punctele O», O şi O), sunt: 
Din relația de mai sus. rezultă: Bn = Brn; Bu = Bu şi Bu = Bia 
i i n 3 Cu datele din e enunț, se obține: 
x 5x +R =0 mt 4 
| B, = Bi aa Ba Ed Ba 4 Bia = A a E eo = | = 0.342 mT 
ŞI C äs = 3 R, R A 2 A2 7 


i A , E: jel 
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B, =0,25 mT Astfel. s ine i i Sa ză 
= |. se obţine inducția magnetică produsă în punctul P de 


Și 
7 tregul sistem: 
LNI 8 A pieg ; 
Totodată avem: By = 2B = E = = 0.356 mT ia pa 
R 5V5 S 
Raportul între Bo şi B;, are valoarea: HNI R? PE 
B E zi + | 
v == =1,43 2R R? (RY f RY (5) | 
Bu HTa R*+] z+ | 
Să se arate că, dacă d < R, inducția magnetică în punct a | 
trece printr-un maxim, iar dacă d > R. trece printr-un minim. Deoarece 77 = 2/ R , folosind formula (M.1.62) se obţine: | 
b. Să se traseze curba d= fl). unde a= BiB, B 2 -3/2 i 5 | 
inductia magnetică. produsă de sistem într-un punct P de pe a(n)= J pă st t(n 1\ (6) | 


B, fiind inducția magnetică în centrul 


comună a bobinelor. 
iar p = 2/ R , unde z este dis 


singure bobine produsă de ea însăşi, 
de la centrul O al sistemului până la punctul P. 
Rp. Plecăm de la formula (M.1.61); inducția magneti 
punctul P datorată unei bobine, se va obţine înlocuind variabila 
(z — R/2), iar inducția magnetică produsă de a doua bobină, dis 
în același punct, se obține înlocuind. pe 


Dacă 7 = 0, se obţine expresia (4). 


Din cele de mai sus. se obţine forma curbei a = al) 
n.62-3). l 
| 
ji 
| 


simetric cu prima, 


(z+ R/2) (fig.62-1). 


S2 | 
| 
| 

| 

I | 

| | 
Îl 
Z 
Fig.62-3 
RI a ce sa bricege i A p i a 
7 E | să Care sunt valoarea lui « şi variaţia relativă a inducției B 
nd 7 = 1742 ii 
| ! Eii 
i | 
; a ; 
Rp. Din cele de mai sus, avem: 
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pas 397 
aiai. 1) = 1:425 
E Aa AB 0. 007 _ E 
Si Y70 
l a B, 1,432 | 


unde Ad = Oai = Cta 3) 


d. Fie două spire (bobine plate) de aceeaşi axă. parcurse 
curenţi de același sens.Fie R raza lor şi d distanța dintre centi 
([ig.62-4). In 
B, şi B,. prod 
cele două bob 
adună Ve 
B=B +B; 
axa Oz, 8 = B 
Din figura 
pe flu) se ded 


-1 +1 u | 


OQ 


au) e B Alo 


I ăi 
cu By =R în funcţie de u=2z/R pentru di 


pa 


valori ale raportului dh. 


gt) = f ur +f uig ef 


Deplasând w respective ale curbelor f; şi f se 


(c) 


d | A ; n 
fig. (62-5), că pentru R >1, e(u) are 2 maxime şi un minim. 


Fig.62-5 
Curba g/u) prezintă atunci un platou şi variaţia relativă a lui B. 
ecinatatea lui O este foarte mică. Când se îndepărtează de centrul 


d A E A 
ce pentru r <l, ea nu are decât un maxim. Cazul m =], ca 


cel când două bobine se găsesc la o distanță una de alta egală cu 
interesant (B-H). Atunci avem în O, unde u = 0, 

g'(0) = £'1(0,5)+ £'(-0.5)=0 
2"(0) = 7"(0,5)+ f"(-0,5)=0 


ò 


DIIN R l : 
imetrie-O cu 2 „Variația relativă a lui B rămâne inferioară lui 


„Se foloseşte la obținerea câmpurilor magnetice uniforme. 
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Cum este mai avantajos de obținut un câmp magneti 
într-o anumită regiune din spaţiu, de volum dat? Se poate fi 
solenoid, sau bobinele Helmholtz. 


e este intensitatea curentului indus în bobină. când intensitatea 


entului prin înfășurarea solenoidului creşte cu viteza constantă / ? 
uctanţa proprie a bobinei se consideră că este neglijabilă. 


P.M.63. Sistem constituit dintr-o bobină şi un solen Rp. Inducția magnetică produsă de solenoid este (M.1.68) 
= Lln Í (fig.63-1). 
Fluxul magnetic prin bobină are expresia (M.1.14) 


lon N m RI. 


a. Un solenoid (Sp) este constituit din N; = 2000 spir 
R; = 8 cm şi are o lungime de /= 30 cm. O bobină plată, mică 
N: = 80 spire de rază R; = 2 cm şi de rezistivitate r = 4 
dispusă coaxial cu solenoidul, în mijlocul acestuia. Iniţial. inte 
curentului prin bobinajul solenoidului este Z = 4 A. Se 
intensitatea curentului să scadă uniform până ia /' =] 


In bobină apare 
t.e.m. indusă: 


A -do ` RE 
-= E K h e=- i. = pinNr RI 


interval de timp At =0.4 s$. Care este imensitatea medie a cu dt 
indus în bobină? iar intensitatea 
curentului care o 


Rp. În regiunea din mijlocul solenoidului. inducția mă 
este dată de fomula (P.M.60-6): 


parcurge are expresia. 


LA sei i 
X a i-a 
dia EAR LE 


r 2p 


Fig.63-1 
Când intensitatea curentului variază cu Al=3 A 


Kags A: r= p—. unde r este rezistenţa înfâşurării bobinei şi / = 27R este 
fluxului prin bobină este: 


S 


HN Al N.S ngimea acesteia. 
o age i c. Un solenoid cu lungimea 1 = 0.5 m, are N; = 2000 spire de 
V l 


prafată S; = 10 cm”. Pe mijlocul solenoidului. este strâns înfășurată 
obină plată cu N, = 20 spire. Aceasta este conectată la un 
anometru balistic de constantă K = 2-10 Cm/mm; rezistența 
lă a circuitului astfel format este r = 100 Q (fig.63-2). Iniţial, 
şurarea solenoidului este parcursă de un curent cu intensitatea 
| A. Ce deviaţie arată salvanometrul. când se întrerupe brusc 
ntul? 


Sarcina electrică indusă în bobină este (M.3.3): q 


intensitatea medie a curentului care parcurge bobina are exp! 


= 014 mA 


int i TA T E 
AI ph AR? Ar 

b. Un solenoid lung (S) are n spire pe metru. de raz 

Pe mijlocul solenoidului este strâns întăşurată o bobină pla 
N spire din fir de Cu. de rezistivitate p. cu suprafața sectiun 
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Rp. Inducția m 
produsă de solenoi 


NI 
B= size (M.1.68) 


Fluxul magnetic p 
S — bobină are expresia 


E 
AG. 
| | | | Qs a se obţine: 
P 
Fig.63-2 Q = Po idas ai 
B’ i lr 3 


căci Ag, =Q, -0 =Q. 
În cazul galvanometrului balistic, este cunoscută 


QO = Ka. Deci avem: 
a HoN, N SI 
Kir 


=50 mm/m 


P.M.64. Explorarea câmpului magnetic din interi 
solenoid 


a. Un solenoid S de lungime 1 = 12 cm. cu N = 40 
rază R = | cm. este parcurs de un curent cu intensitatea Z = 
explorarea câmpului magnetic din interiorul acestuia. se 
bobină plată S’, cu N = 1200 spire de rază r = 1,5 mm, fi 
Această bobină sondă este dispusă coaxial cu solenoidul. Dai 
origine a axei Ox, punctul O, aflat la mijlocul solenoidul 
poziția centrului bobinei sondă (S°) va avea abscisa x (fi 
face ca bobina sondă să execute o mişcare oscilatorie, cen 
deplasându-se de-a lungul axei Ox, a cărei amplitudine a= 


mică; ecuația mişcării este X = Xg + asin 2v , unde 


Dh P z polei i ei , 
Probleme de mugnetestatică şi inductie electromagnetica 
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are este expresia t.e.m. maxime E. j i Î 
S e.m. xime E`. indusă în sondă. câ Era 
şi xy = 21/29 pap IER 


Fig.64-1 
Rp. Pentru a calcula inducția magnetică într-un punct de pe 


a solenoidului se aplică formula (M.1.67): 


dh] 
Ba (cos8, —cos0,). £1} 


de n= N/L (fig.64-2). 
Fisura (64-2) permite să se scrie: 


| 
e acu CD 
/2 ox |X 
Fig.64-2 


Astfel formula (i ) devine: 


_—————————————————m m 
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| ni sæ ir Yo 
( =) =X =T N -N'lva-r—s ră | +R? azi 
hy NI (1/2)+x a Di al | ] 2 
ga“ - m=- Deinem a eee p > aci -o i E 
2 | if Er: E. a „pe | 5 3,2 
za) re dz (isje a 
. 2 
Fluxul magnetic prin bobina sondă are expresia: 
g= N'BS'=71 N" Blat) Dacă x, = 0. acolada se anulează și rezultă că £ = 0 
Deci, în bobina sondă se induce t.e.m. (M.3.|): Dacă x, = 1/2. avem: 
1 
TE. aa ppt E' N N' -<J R? (e 2 = 3 
dt dx dt E: Aol sN Kgy T d Re =R (8) 
Deoarece X = Xy + asin 27pt, relaţiile (2) şi (5) conduc Mea aa E 
scrie: a] l 
> BI? < 3 
ape) a 
astfel reiese că 


2 N i F a N ye r? : 
dB _ HNT. = [E| = 4 ul il I_=33 my (9) 
dx 21 L-R 
b. Sistemul să fie constituit acum dintr-o bobină solenoidală $ 
un solenoid lung S” având 7n” = 10” spire pe unitatea de lungime, de | 
r şi de axă Ox. Bobina sondă S$” are o extremitate introdusă în A | 
şi d = 2macos 278. încât din relația (4) rezultă: în locul unde se găseşte a doua extremitate a acesteia inducția | 
dt asa netică este mereu nulă. Ca şi mai înainte, S” execută o mișcare | 
= ] ? pen latorie: expresia poziţiei extremității aflate în câmp magnetic este | 
e= -m N' Haf Rmail |= +x] +R = x, + sin 2zv . Celelalte date rămânând aceleaşi ca la punctul (a), | 
21 - ăsească expresia t.e.m. maxime Æ" de la capetele sondei $”, 


9 
m = şi Ay if 2, | 
Rp. Dacă sonda este lungă, t.e.m, elementară, corespunzătoare 
mentului de bobină de lungime dx, în acord cu relația (4), are 


sia: 


E. 


a a3 i i u ano DA 
a lui e are loc atunci când COS = 


iaai (ere) 2 (10) 
dx dt 


Valoarea maximă 


-a : j . E: Aceacta are expresia 
(Deci când sin 27! = 0, sau x = xX). Aceasta are expresia 


404 V. Tutovan, L Gottlieb 


Valoarea maximă a lui e ” se obține, ca şi în primul ca 


BE =—2n-v-a. 
dt 
Astfel avem: 
de'= r-rndr-v-a dB 
şi E" 2r°v -a-r n"|B(x,)- Ba] 


Dar B,=0. căci unul din capetele solenoidului so 


găseşte în câmp nul. Făcând uz şi de relația (2), în final se obțin 
r 


4 2 
zuN-nw-a-rl 


fa 
I 
A -Xy 
t+ 
ir] | 
x | ARS 
\ go 
Dacă xy =0, relația (10) devine: 
I 
E's m pNn'v:ar I Kol 2 = 


iar dacă x, = 1/2 (sau —//2). este: 


E" ruN-nvar l 
a f RL + R 


Probleme de magnetostatică şi inductie electromagnetică 405 


A > 2 
T hN- n'v-a I 


R 


= Îl mF (14) 


P.M.65. Două bobine cuplate 


Când două circuite (1) şi (2), parcurse de curentii /; şi Z}, îşi 
rimit, unul prin celălalt, flux magnetic, se spune că ele sunt cuplate 
magnetic. Fluxul magnetic, ce străbate suprafața mărginită de circuitul 
2) este proporţional cu intensitatea câmpului magnetic produs de 
circuitul (1), adică este proporțional cu //. Aceasta se exprimă scriind: 


Pa = Mol, (1) 
O relație similară este valabilă şi pentru circuitul (|): 
Ja = Mle (2) 


Coeficienţii de proporționalitate Ma şi Mə reprezintă 
nductanţele mutuale ale sistemului de două circuite, 
În cazul a două bobine. (1) şi (2). având, respectiv. N, şi No 
pire. t.e.m. indusă în bobina (2) când variază intensitatea curentului 
n bobina (1) are expresia (M.3.8) 

e, =M a a (3) 

“dt 

Similar, când intensitatea curentului în bobina (2) variază. 
e.m. indusă în bobina (1), este: 
i ih, RE (4) 
dt 


a. Să avem o bară cilindrică lungă din fier cu suprafaţa 
ecțiunii drepte S. Pe mijlocul acesteia se înfăşoară A, spire, 
constituind bobina (1); peste aceasta, se înfăşoară strâns o a doua 
bină, având N spire. Bobinele sunt parcurse de curenţi având 
ensităţile Z7; şi 2 „(fig.65-1) Să se arate că, în acest caz, avem: 

Ma = Ma =M 


E 
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pe a 


Fig.65-1 
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z2 
Alo N 2 S 
L, = 7 ; (9) 
deci avem: Miz = Moi. (10) 


Se arată că rezultatul de mai sus este valabil şi în cazul 
general, dacă permeabilitatea mediului în care se găsesc bobinele 
(circuitele) nu variază cu intensitatea câmpului magnetic produs de 
sistem, adică M nu depinde de valorile intensităților Z; şi J>. 

b. Două bobine identice (1) şi (2) de inductanță proprie 
Lı = L = L fiecare. se conectează, pe rând, în serie şi apoi în paralel. 
Care sunt inductanţele proprii Z. și L, ale celor două sisteme. dacă se 
neglijează rezistenţele bobinelor şi inductanţa mutuală a sistemului ? 
Rp. În primul caz. aşa cum reiese din fig.65-2. putem scrie 
ecuaţia: 


Rp în bobina (1), curentul Z, produce inducția magnetică di 4 
| L —+ n —=U 
(M.1.68); PR „IE 'dt od 
pa hi (5) 
1 ] ; 
leste lungimea bobinei. OEI) L L 
dii  Agesta BS străbătută de fluxul magnetic propriu: 1 2 
i TR = 1 
HNS, (6). i 
i od 
"OE. PR acte străbătută si d . 
Totodată. datorită bobinei (2). bobina (1) este străbătută şi GE i (1) (2) 
fluxul (M.1.13): PPU U 
UNNS 
d 2 ae a 
Yai l 5 
Din expresiile celor două fluxuri rezultă: Fig;65-2 
hN S HN NS De aici rezultă: 
= pet aa id i = DI ] di ( y 
l o | ! (1, + Li = za 


Luând în consider 


atie bobina (2), procedând ca mai sus. s 


ppr 


FA = Lt În ( 


$ 


Deoarece L; = La = L, avem: 
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LL; = 2L 
Pentru conectarea în paralel (fig.65-5) putem scrie ecua 
di 4 di, - 
A aiT O) L, —= = U 
“di 
Dar i; + i = i ŞI avem; 
di _ di, fi di, Ù 
dt dt dt da 
di dat byer U: 
— = =U =— 5 
dt În d L, 
di Lila 
” L+ 
În cazul de fa 
obține: 


Fig.65-3 
c. Care este inductanța echivalentă a sistemelor desc 
anterior (punctul b), dacă inductanţa mutuală a acestora este M? 


Rp. În conexiunea serie, dacă fluxul printr-o bobină d 
curentului din cealaltă bobină, are acelaşi sens ca şi fluxul pro 
(fig.65-4), când curentul variază, toate t.e.m. induse au acelaşi 
Astfel, t.e.m. în cele două bobine sunt: 


TAN AI Hi gunek a 
dt dt ý "at dt 


De aici reiese că t.e.m. la capetele sistemului este: 


e=(L, +L, amy a 
7 dt dt 


iar inductanta echivalentă L, are expresia: 
PaL Eista 


Dacă L = Le~ atunci Li, TAL *M). 
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(2) i 


i 
iji 
i T 
+ 
d - + 


"wmit 
mam 


` Fig.65-4 
Când una dintre bobine este inversată, (fig.65-5), atunci fluxul 


magnetic printr-o bobină (1) datorat curentului din cealaltă (2), are 
sensul opus fluxului propriu al bobinei însăşi (1). Deci t.e.m. de 
inducţie proprie şi t.e.m. de inducţie mutuală au semne opuse. 


. Fig.65-5 
In acest caz avem: 
za E di măi, di mâl] şi 
dt dt | “dr d 


ÎN i În th M 
Dacă L; = L; = L, formula (14) devinc: 
ESA L=M] 
Măsurând inductantele echivalente Ł' și L”, se poate găsi 
loarea lui M: 


(14) 
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000 
1 Li s 
M= Leol", id Me 
q g al-K” sl- (19) 
Dk 


d. Care este relația între inductantele proprii ale bo 


inductanţa mutuală a sistemului descris la punctul (a)? Acum, expresiile inductanței echivalente (sau efectivă) a 


rcuitului serie (13) şi (14) capătă forma: 


Rp. În acest caz, fluxul magnetic produs de o bobii LL +L, +4 WEL (20) 
toate spirele celeilalte bobine. PEE E R Piece i 
În acord cu definițiile inductantelor, (M.1.82: 1.88 MFONEN p el ( w Ai A 
scrie: U =L + Ma = L, — + M -— (21) 
NA, Nb M = Nipo Nb . dt E. di dt 
a pi iya a ii acu ic Ai i liminând pe di, / dr şi apoi pe di, / dt , din ecuaţiile (21), 
i 3 2 
Din datele problemei. reiese că É =Ø, şi p abia 
atisfăcută condiţia (10), avem: d 
satisfăcută condiția (10), p . fi VU, -M)=(LL ma” 
M = — şi M =— dt 
l l E 
Relaţiile (15) şi (16) conduc la formula: ŞI 
M > x) Dao TART E A Mye 
Se vede că M nu poate fi mai mare decât JLI- 1 Eg pr 
limită se obtine în cazul unui cuplaj strâns, când fluxul total I in adunarea celor două ecuaţii de mai sus, rezultă: 
o bobină străbate toate spirele celeilalte. 9 ai LE, -Mi d 
Când sunt scăpări de flux, M este inferior acestei li PP i) kash 
se introduce, prin definiție. coeficientul de cuplaj K. având ex L, + La -2M dt 
M 
K = pe 2 
ade "Ki < ând K este mic, cuplajul între cele două cir ” Li+l,-2M 
Mde KSL AREA d OR AL, apți SA SHT 4 e. Două bobine (circuite) cuplate magnetic. sunt parcurse de 


irentii 1; = 0.4 A şi b = 0.8 A respectiv: inductanţa mutuală a 
emului este M = 0.7 H. iar inductantele proprii ale acestora sunt: 

0.6 H şi L> = 0,8 H. Fluxurile prin cele două bobine au același 
s. Care este energia înmagazinată în câmpul magnetic al 


slab. 
Se defineşte. de asemenea. și coeficientul de $ 


dispersie). prin relația: 


emului? 


————————————————— 
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Rp. Se aplică formula (M.1.100) transcrisă sub forma: 


] p. I 2 = A Š 58): 
2 2 a, este dubletul (M.1.58): 
=> bi, + Lala MIL e, ăseş ( ) 
A A PA : Pe 
şi se găsește: W = 0,528 J m 
£ Un solenoid Si are N; = 6000 spire și lungimea 1=0.5n p 
interiorul lui este dispusă. coaxial, o bobină plată, mică, care a ; 
N, = 200 spire, de suprafaţă S? = 12 cm? fiecare. Această bobină es | 
parcursă de un curent având intensitatea ], = 2 A. Să se calculez 
fluxul magnetic prin solenoid, datorat bobinei. a 
Li 
Rp. Fluxul magnetic trimis de bobină prin solenoid, 
(M.1.82): 
Pai = Ma + Ia (2 
unde M, = M este inductanța mutuală a sistemului. Putem Î 
calcula uşor fluxul magnetic trimis de solenoid prin bobină (M.1.62 
Fig.66-1 


a oh j 
ia BNS = Îl Sia 
2 l 
unde s-a considerat că solenoidul este parcurs de curentul Z; = $> 


Deoarece Mia = Mai = M, avem: Mo 
d za HoN NaSala = 87 mWb. pa P2 
2 L l 
l 
l 
P.M.66. Dubleţi magnetici r | 
g l 
a. O bobină de dimensiuni mici parcursă de curent, adică un dub m4 
magnetic, se găseşte Cu centrul pe axa unei spire de rază R prin 
trece un curent de intensitate Z. Să se determine forța care actionca aa Pa 
asupra bobinei, dacă aceasta se găseşte la distanta x-de centrul sp 
iar momentul magnetic M alei are direcţia axei spirei (fig.66-1 Fig.66-2 


Rp. se aplică formulele fortei care acționează asupra 
dublet magnetic. aflat în câmp magnetic (262.10.34). [1]. Laine 


scrie expresia inducției magnetice produse de spiră. în locul unde se 


Had r 


Beie M 
2 (r? +x T 7 
Acum avem (M.1.25): 


(2) 


sensul fortei coincide cu sensul axei 
Ox. 


b. Două bobine de dimensiuni mici parcurse de curenţi, -adică 


doi dubleti magnetici-, de momente 
a; . 
M, =8 mAm şi 
2 . 
M, =5 mAm”, au axele dispuse pe 
aceeaşi dreaptă. Să se determine forța de 
interactiune dintre cele două bobine, 
dacă distanta r = 30 cm dintre centrele 
lor este mult mai mare decât 
liniare ale bobinelor 


magnetice 


dimensiunile 
(fig.66-2). 


Rp. Se procedează la fei ca în 
cazul punctului (a). De acestă dată însă. 


unul din dubleti produce câmpul magnetic 
lo unde se găseşte ce! de al doilea. 


————————————————Mmm 
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În general. inductanta magnetică produsă de M.18. Bobina toroidală 


magnetic de moment magnetic m, într-un punct aflat la diste 
centrul lui. are expresia (P.M.58-10): 
ric 


flo | 3% — d 


Un inel din material fieromagnetic sau nefieromagnetic se mai 
umeşte şi ror. Dreapta perpendiculară pe planul torului. care trece 
rin centrul acestuia. este axa torului. Un tor are o rază interioară R, 
o rază exterioară Ro (fiş.67-1). Raza medie a torului se defineşte 
prin expresia R=(RurR»)/2. 

Suprafata sectiunii trans- 
versale a torului este egală cu 


Jaha 
Arlr F 


În cazul de faţă, dubletul de moment m, produce î 
Pa, unde se află dubletul doi, inducția magnetică: 


Lig 2m, 3 

Bre ap = suprafața cercului generator, 
4 2 
A a Sam”, ude r £ 

Aplicând formula (M.1.25). avem: A nd este rdza 
dB y 3 acestuia. Frecvent. torul poate 
F=m, drd E EA ph tite -= avea suprafata secţiunii 
dr 4r rod transversale de diferite forme. 
san: Deseori, torul din material 
_ 3 umm, fieromagnetic prezintă © 
DI Are De e tăietură îngustă după o 


2 mr’ 


| | nai bea a secţiune transversală de 
Sensul fortei este de atracție dacă m, şi M, au acelaş 


lungime î: aceasta se numeşte 
Fig.67-1 întrefier. 

Dacă un solenoid de dimensiuni finite se încovoaie până ia 

ma unui inel (tor), atunci acesta se numește bobină torică 

oroidală) sau roroid. Practic, acesta se realizează întășurând pe un tor 

spire una lângă alta. 


(aceștia depind de sensurile curenților). 


P.M.67. Bobină toroidală cu secţiunea transversală 
circulară 


a. Să se calculeze inducția magnetică in punctele din 
eriorul unei bobine 1orice (toroid), parcurse de curent continuu, Cu 
ez nefieromagnetic. Toroidul are raza medie R şi comportă A spire 
curse de un curent de intensitate Z. 


Rp. Dacă se roteşte toroidul cu un unghi. œ. în jurul axei 
i (O). configuratia sistemului rămâne acecaşi: o linie de câmp 
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Li 


trebuie să treacă în ea însăşi, în urma rotației. Dar singurele « Rp. Fluxul magnetic prin suprafaţa unei spire este: 


care, la o asemenea rotaţie trec în ele însele, sunt cercurile cu c HN SI 
i m > x zi p . a 0 £ h 
pe axa toroidului şi ortogonale pe această axă. Tot din moti Yi = BS = 7 „iar fluxul magnetic prin toate spirele bobinei 
simetrie, inducția magnetică are acelaşi modul în toate punctele 
unei circumferințe (I) de rază R şi normale la axă și este tange : ily ST 
a AR a A i Sia are expresia: o pe rie 
fiecare punct al acesteia (fig.67-1). Ca urmare. după teorem ] (4) 
Ampère. circulaţia lui B de-a lungul conturului [ are expresia: Folosind formula (M.1.88), relaţia (4) ne dă: 
es > Ay 7% 
d B-d = LI 5 Le HoN S -36 a 
f giak -230 uA (5) 


de unde se obține: ; siena ce ea 
d. Bobina toroidală descrisă mai sus. este parcursă de un 


curent a cărui intensitate creşte de la Z= 0. până la /= 1 A. în timp de 
0.5 s. Cure este t.e.m. indusă în aceasta ? 


Când distanţa de la axa toroidului până la centrul cere 
generator, tinde către infinit, se regăseşte cazul solenoidului. În a 
caz se poate aplica formula: 


Rp. Se aplică formulele (M.3.6) şi (5) și se obţine: 


Ai 
Qi ob e 72 pi (6) 
At 
Această t.e.m. se opune trecerii curentului. 
e. Care este densitatea energiei magnetostatice înmagazinate 
în punctele din interiorul bobinei? 


Bin = Honl 
n este numărul de spire pe unitatea de lungime a unei linii de câmj 


Remarcăm că B nu are aceeaşi valoare în toate punctele i 
secțiunii transversale a toroidului. căci B depinde de distanţa de la 


A > gi . . „A 5 N . . = w , E 
până la punctul P. Amintim că în cazul solenoidului. B are Rp. Se aplică formula (M.1.103) şi se găsește: 


valoare în toate punctele suprafeţei sectiunii transversale, R 
b. Să se arate. folosind teorema lui Ampère. că in pa 20,095 Jim (7) 
magnetică produsă de un toroid în punctele din exteriorul ac 24 : 


f. Un sistem constă dintr-un for fieromagnetic, pe care s-au 
„bobinat N = 600 spire. Când prin înlăşurare se trece un curent de 
intensitate Z = | A. fluxul magnetic prin suprafața S a secțiunii 
ransversale a torului este ø, — 2 mWb . Care este energia magnetică 


este nulă. 


Rp. Acum, conturul | poate să nu cuprindă € 
(conductori), sau este traversat de un număr de conductori parcu 
curenţi de aceeaşi intensitate de un sens şi în acelaşi timp, cupri 
număr egal de curenţi de sens opus. Rezultă că: 

Bu=0 

c. O bobină torică cu miez de izolant. are lungimea 
circumferinței / = 0,6 m. Aceasta comportă N = 120 spire circul 
suprafaţă S= 12 cm? Să se calculeze inductanța proprie a bob 


nmagazinată în sistem? 


Rp. Fluxul total prin tor este: g=Ag, iar energia 
nmagazinată se va găsi aplicând formula (M.!.101): 
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W=-—LI] M == — = = 01 Am 
2 4 A 2 


Deci avem (M.1.88): 
P.M.68. Bobină toroidală cu secțiunea transversală 


dreptunghiulară 


N 
Ng = LI, L-74 şi 


a. Pe un /or din material cu permeabilitatea magnetică zi. de 


A AI 
W= 1 Ng, Pe Nø I DGI 
2 d 2 
g. Pe un semitor izolant, cu diametrul secțiunii drepte dkg 
se înfăşoară strâns, una lângă alta N= 10 spire care sunt parcurse 
un curent cu intensitatea 7 = 2 A. Care este momentul magnetic 


acestui sistem? 


rază interioară R; = 12 cm şi cea exterioară R- = 14cm, având 
suprafata secţiunii transversale dreptunghiulară de înălţime k = 3 cm. 
se înfăşoară, una lângă alta. M = 8000 spire; să se calculeze inductanta 
proprie a acestui sistem. 


Rp. Este necesar să se cunoască, mai întâi, fluxul magnetic 


Rp. Momentul magnetic al unei spire are expresia (M.1.24 prin bobina toroidală. Pentru aceasta, trebuie ţinut cont de faptul că 


a á K E i Z 
Mosia g inductanța magnetică în interiorul acesteia nu este uniformă 
s F Ha cmai .M.62.a). ât dimensiunile supr i secțiunii transversale sur 
Momentul magnetic rezuttant M.. datorită simol g (P ) a). Cu cât dimensiuni prafeței secțiunii transversale sunt 
> s mai apropiate, ca valoare, de cea a diametrului torului, cu atât 


sistemului. are direcția perpendiculară pe planul spirei media 
sensul este determinat de sensul curentului care parcurge spirele. 
O spiră va contribui la momentul rezultant cu valoar 


neomogenitatea creşte. 

Fluxul magnetic printr-o suprafață elementară hdx, unde cx 
este lățimea radială a acesteia, este: dø = Bhdx „(fig.68-1). Ținând 
cont de formula (P.M.67.1), expresia lui dø devine: 


3 


L unde 0 < (M M). În consecinţă. -expre 


T ] mè 


momentului rezultant este: 
i 27 


2 N 
M= zd IY cos 8, iar fluxul magnetic prin suprafaţa unei spire, egală cu suprafața 
si 4 Kä secțiunii transversale a torului, este (M.1[.16): 
să Ra t 
iurile 0., 8,, 6....0,. fiind egale, avem: ha z NT NIh R, 
Unghiurile 61, 02, U3 Ua d, = [Ba = jas hdx = Po nin (1) 
z P a R R 27x LIE R, 
AG =, -0 sef — 8, 2 pat -8._ Die ! i | x | i 
i N Fluxul magnetic prin întreaga bobină toroidală are expresia: 
Astfel, se poate scrie: 

x | £ NE 2N n AN hl R 
> cos6, = = Seci 48 3 — f cos 610 = — sA kE (2) 

Kal AO Kal EA rR E 2a R, 


Din formulele de mai sus. rezultă: 
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d ÎN 
a 
a Rit 
E 2 


Ra 


= — = 6.93.1007” (5) 
uS linr 


2° în realitate. aşa cum s-a precizat la (a), inducția magnetică 
depinde de distanţa la care se găseşte punctul. în care se calculează 
aceasta, faţă de axă. Să se calculeze reluctanţa şi să compare cu cea 
văsită anterior. 


Rp. Se poate considera că torul este format din multe inele 
toroidale, de rază interioară x şi de laturi ale ariei secţiunii transversale 
a şi dx, unul lângă altul. Se poate admite că inductanța B este 
uniformă în punctele suprafeței adx. (fig.68-1) 
Reucatanţa unui inel elementar este (5): 

PRE 
uUa Ax 


Fig.68-1 
Aplicând formula (M.1.88), se obține: 
LN h R, 


— ln —> 
27 R, 


(6) 


Dacă pui = ky, avem L = 59 mH 
b. Dacă se dă R; = R, şi susprafața secțiunii transversa 


Reluctanța totală a torului se obține considerând că 
reluctanţele elementare se găsesc în paralel: astfel se poate scrie: 


torului este un pătrat de latură a, care este expresia induct mei 
m PPLA] 7 pes sa om 
proprii: R PY: 
, și aproximând suma prin integrală, avem: 
N-a a i 
Rp. L= a lni 1-— | pa ţa ua a l 
27 = f sE—lnl 1+— (7) 
' PP a uda R 275% 2 Ki 
c. Un for de fier a cărui arie a secțiunii transversale est 1 
A P i E + 
pătrat cu latura a = 6 cm are raza interioara R, = 12 cm. Pe tor ci Rz Ri a i 
înfăsurate uniform N = 8000 spire, care sunt parcurse de un curent Din relaţia (7) rezultă: 
| i za „În aceste condiții. permeabilitatea magn A 27m l EN 
intensitatea / IA. In ace HU. | a et R= f _ = 695.104 m 


relativă a miezului este 74, = 300. Care este reluctanta mugnel u,a i | „d 
n sta 


acestuia? 
N 1 4 
Dacă se foloseşte, pentru calculul reductanței formula (5). în 


0 u simplitate. se itecă i ţi: >nctică 
Rp. 1° Pentru simplitate, se admite că inducția magne A i ri EN 
p i P e de formula (8) care tine cont de realitate. se obține eroarea relativă: 


uniformă în toate punctele ariei secțiunii şi se ia în consider 
torul are o lungime medie l = 27(R, +a! 2). 
În acord cu definitia reluctanţei (M.2.36). avem: 
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P.M.69. Bobină toroidală cu miez de fier prezentând 


d. Cunoscând valoarea lui R’, să se calculeze fluxul me 
un întrefier 


prin miez. 


a. Un tor de fier are raza interioară R; = 10 cm: suprafața 
țiunii transversale a torului este un pătrat cu latura a = 4 cm. 
esta prezintă un întrefier subțire de lungime 7 = | mm. Pe tor sunt 
xşurate M = 1200 spire, care sunt parcurse de un curent cu 
ensitatea Z = 0,4 A. În aceste condiţii, miezul are permeabilitatea 
relativă 44, = 400. 
Care este inducția 
magnetică B, intensi- 
tatea câmpului mag- 
netic H şi densitatea 
de energie magnetică 
w într-un punct aflat 
în miez, la distanţa 


Rp. Se aplică formula (M.2.35): 
AT 
= Da = 16-10 Wb 
e. Un sistem constă dintr-un inel (tor) de fier, de rază 
r = 12 cm, cu aria secţiunii transversale $ = 4 cm”, pe can 
înfăşurate N; = 400 spire. Peste această înfăşurare. este dispus 
doua, care comportă N, = 200 spire, şi este conectată 
galvanometru balistic. Rezistența "totală a acestui circuit este R=] 
Dacă prin prima înfăşurare (primar) trece inițial un ci 
intensitatea 7 = | A. şi apoi se întrerupe. prin circuitul înfășur 
doua trece sarcina Q = 210% C. Care este permeabilitatea relat 
fierului? 


Rp. Se aplică legea lui Hopkinson (M.2.35): x = 12 cm de axa 
z 1 7 torului? Care sunt 
Rg(B) = N =—— z 4B). valorile aceloraşi 


oH 5 mărimi, Bo flu Şi wy 
într-un punct din între 
fier, aflat la aceeaşi 
distanță de axă? 


(fig.69-1). 


unde R este reluctanța circuitului magnetic (a inelului) şi / = 22R ! 
lungimea medie a torului. Totodată, se foloseşte şi formula (M.3.3 


O - N(B) 


R Rp. Pentru a 


rezolva o problemă de 
asemenea tip, se apli- 
Fig.69-1 că teorema lui Ampère 
.1.30) şi legea conservării fluxului inducției magnetice (M.1.47). 
plicarea acesteia din urmă este justificată de faptul că lungimea 
refierului este mult mai mică decât lungimea torului, astfel incât 
ăpările de flux se pot neglija, liniile de câmp putând fi considerate 
male la suprafața de separare fier-întrefier. Astfel, suprafața 
ctiunii transversale S; a torului este egală cu cea a întrefierului (S). 


Din cele de mai sus. rezultă: 


2arOR 


LN NS 


Hi, 3750 
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424 
; TEF D aë iei 1 | 
E : rie: p 5.105 3 
Teorema lui si iai să se sc wW s300 =44 Jm? şi w, = zg =17.5-10P fa 
2m 
= N Ş i Ay 
Ii dl + JH, dl = NI Din cele de mai sus, se vede că: 
2aR-b 
r ; Wo = H,W; (5) 
$ =N. ică, cea mai mare parte a energiei magnetice a circuitului este 


(27x —b)H + bH, 


căci HI, există numai de-a lungul lui b. 
Totodată, avem (M.2.19): 


By = Hoa şi B= He 


Astfel, relaţia (1) devine: 
B 


Hok, Ho 


Tinem acum cont de faptul că fluxul inducției magi 


conservă. 
Dacă admitem că scăpările de flu 


S = Sp, rezultă: 


o= BS = BaSe şi că B=Bp 


Acum relația (3) capătă forma: 


— (27 p)+ Bud = NI 


calizată în întrefier;, aceasta poartă denumirea de energie de 
trefier. 

b. Un tor din material fieromagnetic, de rază medie R=12 cm. 
te prevăzut cu o tăietură transversală îngustă, de lungime b = | mm. 
tor sunt înfăşuraţi M = 1200 spire. Dacă înfășurarea este parcursă 
un curent având intensitatea / = 0.4 A inducția magnetică în 
trefier este B = 0,21 T. Considerând că pierderile de flux magnetic la 
tremitățile întrefierului sunt neglijabile. să se afle care este. în 
nditiile descrise mai sus, valoarea permeabilităţii magnetice relative 
materialului din care este constituit torul. Raza ariei sectiunii 
nsversale a miezului este / = 2 cm. 


oa, H 


ix sunt neglijabil 


Rp. Procedând ca la punctul (a) se ajunge la relatia (1). care se 
ate transcrie sub forma: 


B(27R —b)+ u,bB, = tu, NI (9) 


— PI Lai) aaa A. Dacă b << R, se obține: 
Zlo H, 2aRb -400 
Neglijând pe b faţă de 27x. e A E INI — bB 9) 
Hohe = 0.21 7 c. Care este reluctanţa circuitului magtnetic descris la punctul 


2m4 (g — Do 


Utilizând formulele (2) şi (4). obținem. pentru in 


câmpului magnetic, valorile: 
H= 418 A/m şi H= l, 6T: 


Aplicând formula (M.1.103), obţinem și valorile + 


de energie magnetică: 


Rp. Se poate considera că avem două reluctanțe R și Ry în 
ie. Reluctanţa A a torului rămâne practic aceeași ca în cazul când nu 
e tăiat. datorită faptului că lungimea lui a variat neglijabil de puţin 
la 27R la 2æR -b ). Relucianţa Ry a întrefierului este cu o bună 
ximaţie (M.2.36): 


107 A/m. 


l b 
Ry =— = 
ta $ 
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Deci reluctanţa circuitului magnetic este: zuN’? mN 


2 E d ; E = si h Sp 
petih be Pip Da p00P AA n + (a, — za + (i, 2, 
pi TI Lo PI Din cele de mai sus, luând R = 12 cm rezultă: 
d. Care este fluxul magnetic prin suprafața sec DR $,- 4) 


ui, —l= 24 = 938 (12) 
fb, — Ab, 


f. O bobină toroicdulă de lungime 1. este constituită din A spire 


transversale a torului? 


Rp. După legea lui Hopkinson, avem: 


F NI fășurate pe un micz de fier. a cărui intensitate de magnetizare atinge 
p = R j RER saturaţia ./, când intensitatea câmpului magnetic produs de întăşurare 
eo e valoarea H,. |” Care este intensitatea minimă {y a curentului 
unde F = NI este tensiunea magnetomotoare, iar R’ este reluc ectric ce trece prin înfăşurare, pentru ca intensitatea de magnetizare 

circuitului magnetic. Din cele de mai sus, rezultă: atingă saturaţia? = 

, I |2æR-b 1 | 2aR-b+u, b| 
R= a —4 = = Rp. Aplicând teorema lui Ampère (M.1.30) la un contur egal 
MSI Hu, LoS H, ; E tai a nS = 
- lungimea cercului mediu al torului, se obține: 
PSL 5 Niy a Hi 

ar [27R + (u, - 1] E, = și las (3) 
şi 2? Dacă se trece prin înfăşurare un curent de intensitate / > Zu, 
um NI e lungime b trebuie să aibă un înrrefier cu aer practicat în miez. 


sa ele he e E O * Wa 
2R + (pu, — lb 
e. Când întrefierul cu aer al bobinei toroidale descrise ant 
are lungimea b; = 0,4 mm şi înfăşurarea este parcursă de un cure 
intensitatea / fluxul de inducţie magnetică prin miez 


entru ca saturația magnetizării să nu aibă loc? 


Rp. Acum. teorema lui Ampère ng dă: 


l Hiji bel și be (14) 
d, = 6-10 Wb. Dacă se creşte lungimea întrefierului pâi 


b> = 0,8 mm restul datelor rămânând acelaşi, se 9 nde H, este intensitatea câmpului magnetic în miezul de fier, iar H, 


te cea din întrefier. 


Ø, =4-10 Wb. Fluxul de scăpări fiind neglijabil, să se dete Când H; = H, formulele de mai sus ne permit să scriem: 


permeabilitatea relativă a aliajului magnetic din, care este co i NI, 
miezul. l i I NU — 19) | 
ai ee ee a 5 (15) 
; i i RoR, 
Rp. În acest caz, nu se cunosc mărimile N, | şi 4. H,- i i 


formula (11), avem: 


————£ 222222 PPP DP m 
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428 în | 
Cum Bs B, . adică avem uH, = HH, şi H= ghi H = sea a -= Pi. A = —50 A4A/m (20) 
formula(3) devine: | — La (zd — b) Hord 

NU — 1) NU — 19) Cu cib<<d. 


Câmpul Æ are sensul opus lui B în materialul fieromagnetic 
(fig.69-2): dacă B este pozitiv, atunci H este negativ. Componenta 


ul HF (44, 1) 

g. Un tor magnetizat permanent are diametrul mediu da c 

El prezintă între poli un întrefier cu lungimea l = l mm; în acest 
întrefier cu aer inducția magnetică este Ba =0.06 T. Să se determine 
torului, dacă scăpările de flux sunt neglijat 


-ormală a lui ZI este discontinuă la feţele polilor. | 

A an N. d | 
Se poate interpreta că magnetul permanent are o sarcină | 
magnetică superficială la fețele polilor şi că această sarcină este sursa f 


vectorul Æ în interiorul 3 i ' Ai : i k 
care mentine câmpul magnetic în tor şi deci. produce şi menține | 


Rp. În acord cu condiţiile impuse de problemă. teoremă inducția B, în întrefier. 


i. Considerând că lungimea medie a liniei de câmp este / şi că 
p << ], să se găsească relaţia între intensitatea de magnetizare J și | 
intensitatea câmpului magnetic H în interiorul magnetului. 


Ampere conduce să se scrie: | | 
alb ai 


[H dl+ fi, di 1 


g ad-b 


căci sistemul nu Rp. Acum relația (19) devine: 
[a > 


circuit magnetizant. 1-H -bH, =0. (21) 
Notaţiile sunt la căci b << 1. Ținând cont şi de relaţia (18). avem: 

fel cu cele utilizate în B 

cazul punctului (a) tR eha (22) 

Continuitatea liniilor lui Lly 

B şi conservarea i e 

Nuxului acestuia, peri Bai e m 

să se scrie: ] ul 


B, = Hio = Ba A Deoarece B = (H +), se obtine: 


Din relaţiile Je Ji P L\y ; (24) 
\o b; 


Z 


ectorii J și Z7 sunt de sensuri opuse. 


E By h Dacă /= 0,9 m şi H = - 50 A/m, atunci se va găsi că 
aci J=4.5-10 A/m. 
A0 


an 
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i i EAE i 

M.19. Sisteme constituite din sisteme simple = hi 

071 
e r 2) 

2i 


Din cele de mai sus, avem: 
“e d ibdr zi Hal | dr _ml,b 
27 F ZE PP 27 


P.M.70. Sistem cosntituit dintr-un conductor rectilini l 
şi un cadru rectangular ' 


a 
a. Un sistem constă dintr-un conductor rectiliniu de tu » ln 1+ P =1,6:10 ° Wb 
infinită Sı. parcurs de un curent de intensitate |, = 50 A. Într-u i 
ce conține conductorul rectiliniu. se găsește un cadru rectal 
(spiră dreptunghiulară) ABCD. cu laturile AB=DC=a=20cm 
AD=BC=b=10cm. dispus cu latura AD paralelă cu conductoru 
distanța c = 5 cm de acesta. (fig.70-1). Care este fluxul magn 


străbate cadrul în sensul axei Oy? 


i l NNS (3) 
b. Să se scrie expresia inductanței mutuale a sistemului fir- 
dru descris. | 


Rp. În acord cu definiția (M.1.82), avem: 
d mb f, a l 
M = n =] 1+4 |=3,2-10% 
lo 2% | g s i pă 


c. Să se calculeze forta care acţionează asupra cadrului, când 
esta este parcurs de un curent cu intensitatea h = 2A. 


Rp. Se pleacă de la expresia legii lui Laplace (M.1.4). În acord 
aceasta, forțele electromagnetice se exercită numai asupra laturilor 
D şi BC. (fig.70-2) 


Fig.70-1 


Rp. Cadrul de găseşte într-un câmp magnetic neuniform 
de un conductor rectiliniu infinit, parcurs de un curent cu intens 
|. Fluxul magnetic prin suprafaţa elementară dS- = b-dr a 
(fi.70-1), în acord cu formulele (M.1.14) şi (M.1.57) are expr 


dø, = Bd5, = Poh pe 
ă o Dr 


unde 


Da aa 22 pya AOPE ir j, 
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ta 
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e curentilor, fluxul prin Sə datorat lui 2 o 
Rp. După formula (3), fluxul magnetic prin cadru are 


Ținând cont de sensuril 


sens opus celui datorat lui lo. 
Folosind şi formula (2). putem scrie: 


aah thl „aln2 
za É — 4a Î, ul = p = 1 
Feal jaks sa j+h, Î dx hei = 


277 


sin wf 


b i a 2a(c + a) t.e.m. indusă este (M.3.1): 
Dilis = zo Lb (= Toia 
a Pta teus . kxj Ba di i)- ; TE ERA “cos a 
27 |e c+a 2m |c c+a ai 


P.M.71. Conductor rectiliniu infinit fix şi cadru 
rectangular mobil 


a. Un conductor rectiliniu (fir) infinit (S1) dispus pe axa Oz 
te parcurs de un curent cu intensitatea Io. În planul xOz este dispus 
cadru rectangular ABCD, cu laturile a şi b; latura AD Gs na 
ropiată de conductor), este paralelă cu firul şi se găşeşte, iniţial, | la 
stanța c de acesta. Iniţial, cadrul nu este parcurs de curent (fig.71- 
Care este t.e.m. indusă în cadru, când acesta se deplasează cu | 
eza V, în sensul axei Ox? Să se indice care este sensul curentului 
dus, în condiţiile precizate de enunţ. 


=l 


Deci avem: F 239-400, 


Forta rezultantă se găseşte în planul cadrului, este orizo! 
tei ce acţionează asupra laturii AD (cea mai apro 
e decât cea care acționează asupr 
azul descris de fig.(70 
îndepărteze ca 


are sensul for 
conductor). care este mai mare 
BC şi de sens opus cu aceasta. În c 
rezultantă este de respingere și tinde să 


conductor. 
c. Să considerăm cazul particular când a=b=c=r=8 € 


datelor rămânănd aceleaşi. şi să se aplice pentru rezolvarea pro 
formula lui Ampère (M.1.80-81). 


dia I 
Rp. Aa o dx, | 
4r ] 4 | 
d. Care este energia înmagazinată în cadrul aflat în | 
magnetic produs de fir? = 
| l 
o] | 
akad l 


Rp. Plecând de ia relaţia (M.1.17) şi formula (3), se o 
_ Holulob b | era) 

da Log ) 
firul vertical esti 


<i 


e. În cazul descris la punctul (a) dacă 


de un curent având intensitatea i= Î,„Sin æt. care este tel 


în cadru la un moment dat? 
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Rp. Când cadrul se deplasează în câmpul magnetic ne 


Pia Holo, 
27 -x 


„ produs de fir, laturile AD şi BC taie fluxurile: 
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u. prin schimbarea poziţiei acestuia faţă de conductor? 


Rp. Procedând ca la P.M.70-a, se obţin expresiile fluxurilor 
aonetice prin cadru, corespunzător celor două poziţii: 


dé, = Holob ar = Api „căci dx = V 4 zi holab i] dx Le Holob i c+a 
„Cele două t.e.m. induse, care se opun, au expresiile (M.3.1.): E ea en g 
Holby __ _ Hulaby dn = polua dx i Hoo pEt? 
i 21: 2a(x+ a) i; 27 o X 2r c 


Astfel. în circuit vă acționa o t.e.m. 


Alo U 


Din cele de mai sus şi aplicând legea lui Faraday se 
l Hlyabv tine: 


e= [=e = 


Fig.71-2 


ga x+a] 27. x(x+a) 
După regula mâinii drepte. curentul | circulă prin ca i 


2a 


a fa _ Hola A T aa PR ul, 


Dacă ly=50A, a=20cm. B=10cm şi c=S5cm, avem: 
- 12uV 

c. Un sistem este constituit dintr-un cadru pătrat ABCD de 
latură a şi un conductor (fir) rectiliniu infinit lung S. parcurs de un 
rent având intensitatea lp, situate în acelaşi plan. Latura AD. cea mai 
apropiată de fir, este paralelă cu aceasta. Cadrul se poate roti în jurul 
unui ax vertical OO*, coliniar cu latura BC, care se găseşte la distanta 
e > a de fir. Ce sarcină electrică parcurge cadrul, când acesta are 
rezistenta R şi este rotit cu 180° (fig.71-3)? 


Care 
răspunsul, dacă 
se deplasează în'; 
condiții, într-un 
magnetic uniform? 

b. Să aven 
sistem asemenea 
descris la 
(P.M.70-a). 
cadrul se  găse 
poziţia |. Apoi. 
este rotit cu 9 
planul propriu şi i 
antiorar. în timp 
0.05s. în jurul vårt 
care se găseşte pe 
perpendicular pe 
cadrului (pozitia 2 
este t.e.m. indus 


Rp. Procedând ca în cazul P.M.70-a, putem scrie expresiile 
xurilor prin cadru, pentru poziţiile: iniţială 1 şi finală 2. Astfel, 
em: 


intr-o faţă a cadrului şi 
ERE A d 
Holod “Y dx _ Hold are 


A 


dz x dar e 


€ 


in cealaltă față. 
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ai Ă Fig.71-4.a Fig.71-4.b 
Variația de flux totală, care străbate suprafaţa cadrului câ! i 
acesta se roteşte cu 180° este: 


Ag =4, +ø 


P.M.72. Fir rectiliniu infinit lung şi buclă triunghiulară | 
Pate | 

O buclă din fir în forma unui triunghi echilateral ABC, de 
înălțime h, este parcursă de un curent continuu având intensitatea l. 
Un fir rectiliniu infinit lung este parcurs de un curent continuu cu 
intensitatea h Firul se găseşte în acelaşi plan cu bucla şi este paralel 
cu latura AB (fig.72-1); distanţa dintre fir şi latura AB este a, iar a 
firului de vârful C este a+h (fig.72-1). Sensul curentului prin fir. este 
acelaşi cu sensul curentului prin latura AB. Să se calculeze forta care 
tinde să micşoreze distanţa a. ia 


27 ce-a 


Aplicând formula (M.3.3). şi folosind expresia (1). se-obtin 


O = Ap = Holod i ec+a 


“7 R 2ra- R c-a 


d. Un sistem este constituit dintr-un fir rectiliniu verti 
parcurs de un curent de intensitate lo şi un cadru dreptung 
ABCD dispus în acelaşi plan cu firul, latura b fiind paralelă cu aces 
Distanta c de la fir până la latura AD, este mai mare decât a. Cadru 
roteşte în jurul firului S, rămânând în acelaşi plan cu firul şi la ac 
distanţă de acesta (fig.71-4.a) În cazul aceluiași sistem. cadrul é 
ax de rotaţie latura AD (fig.71-4.b). Să se explice, de ce, în pi nde B. = 2 (> 
caz. cadrul nu este sediul unei t.e.m. induse. iar în cazul al doil 7 

Avem de a face cu o problemă de tip capcană (vezi P. 


Rp. O primă metodă de rezolvare a problemei. constă în a | 
plicategealui Laplace (M.1.6): | 
E au [id x8,. (1) 
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Z — = Holil; a+h _ Holda h 
Ā = n In) 1+ 3 
: Bla,n/ V3 ) ý 2 m63 Fa zf (3) 
2 l Forța 7, =|E F |, iar rezultanta lor are sensul axei Oy: deci, 
l i 
ăi că nem ie! 
= 2|F,|cos60” = A|; +5 -5 (4) 
F4 Ținând seama de orientarea fortelor, rezultanta aceasta are 
O presia: 
o pia 
= A; h\ h|- 
a Pa cEC iin (4 AI 45) 
73 a a i 


l unde j este versorul axei Oy. Acolada este totdeauna negativă, deci 
rta este de atracție. 
x (b) Se poate ajunge la wiii rezultat, plecând tot de la legea 
Ala,-h/ y3) lui Laplace, dar urmând un alt procedeu de calcul. 
ez Deoarece di = dyj + dzk , relaţia (2), scrisă pentru întregul 
ig. /&- 


rcuit, ia forma: 


Fatih i D-T l + El- je 


2m aea y. 


(a) Calculul integralei se face pe bucăți: 
pt | olula de dz _ polul» g Holil,h h 
d d & 2aa y 


A IN Ba a 


căci în cazul laturii AB avem y =a. 


ARE f kdy- jd 


=> E spectiv F= (6) 
Pe latura BC , între di şi dy avem relaţia: A aa y 
d 2 f 2 Pe diversele laturi, avem: 
dy =diegs30" = Ei dl , deci dl = Fuk după cum reiese din. 
ba AB y=a si dy=0 
fig.(72-1). Degat ece d] L L B,, iar dl x B este perpendicular pe B l 
cum se arată în fig.(72-1), avem: BC dz=dy-tg150° = pă (7) 


„= = SAU 
DE 4 27 J3 7y 


u yX - 


Ž till di _ hl, L e dy l 
= pe | CA dz=dy-tg30° =-= dy 


/3. 


şi astfel relația (6) devine: 


e 
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0 
i Slide d T =- arde (r_a F(a) = Holid, {hlna-(a+h)inļa+h)+alna+A} (11) 
Pa be sg f dz+ k +] [tza k=- f PE! 
l ri Fonts i vie: w zeal Astfel, expresia fortei este 
Schimbând în ultima integrală limitele între ele. deci şi dV TAT l 
semnul integralei, rezultă: Fz- Tas In(a+h)-1+Ina+1$. 
da m43 la ji 
= Malila dh s 2 a+h \= 
f= UR / ; = MARA a+h h s 
27 ad v3 a i espectiv fr = In = (2) 
m~ 3 a á aj 


A vede imediat că expresia (8) coincide cu expresia E 
_A doua metodă pleacă de la expresia energiei 


Aih a de interactiune a sistemului de două circuite care. P.M.73. Sisteme fir rectiliniu-spiră 


m 
precum se ştie din teoria generală, este: 


V=- [A EF) d 


a. La distanta r de un conductor rectiliniu, lung, parcurs de un 
urent de intensitate 1. este dispusă o spiră circulară de dimensiuni 


ABCA a 
i . aici. al cărei moment magnetic este M . Să se determine forfu care 
Cum 4,(7)= EA Inr- k. şi în cazul nostru r = y, avem cționează asupra spirei, dacă vectorul M : a) este paralel cu 
onductorul drept, deci are direcţia axei Oz; b) are direcția axei Oy şi 
ÎI sa Holid 2 fin y k-dl ) are direcția axei Ox (sau —Ox). 
27 ABCA 


Rp. Forța care se exercită asupra unui dublet magnetic, aşa 


ar $ -dl = dz şi astfel se poate seric: 
i i : um este spira circulară de dimensiuni mici parcursă de curent, atunci 


| In In ydz = : [Inadz + |n. pdz + qos 


ând se găseşte într-un câmp magnetic de inducție B . are expresiile 


ABCA AB BC 
Utilizând acum relațiile (7) se obţine: M.1.25): 5 _ . 
( ia 1 ath pog t- F = (vB (1) 
e | dz --7 | In. ydy a fin. y= Inductia magnetică B, „produsă de conductorul rectiliniu 
PN v3 ü sli: parcurs de curentul cu intensitatea I, în locul unde se găseşte dubletul 
2h n i magnetic este (M.1.29): 
—= na z fin ydy = ME 
"E E B =i, (2) 
_ Hofi l, n ari | | l sr i | | | 
a Ina —(yIny-— y) h de am folosit coordonatele cilindrice (r.g.2). Acum (1) devine 


(MN, + MN MN 


Din cele două relatii de mai sus rezultă: 


În 
IEN E) 
de unde 
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a a i o ia CERE gi RR oa m osii 
Rp. Inducţia magnetică produsă de spiră în centrul O, are 
modulul (M.1.59): 


Formula obţinută(3). arată că în cazul (a) avem M, = 0. deci Halo 
F =0. În cazul (b) avem M, =M şi 5p’ (5) 
F M p SER l Pic IP 5 z í 
e A Pi direcția perpendiculară pe foaie şi îndreptată sptre cititor, când 
27 -r- are sensul antiorar. 


forța F şi vectorul B sunt antiparaleli. Pentru ca B, să fie compensat, este necesar ca firul să 


producă o inducţie magnetică având modulul (M.].57): 

padik (6) 
27 -x 

perpendiculară pe planul spirei în punctul O şi îndreptată spre foaie. 

(fig.73-2) 

Rezultă că firul trebuie să se găsească în planul foii, să fie 

parcurs de curentul I având 

sensul de la dreapta spre stânga 

şi dispus, faţă de centrul O, la 

distanţa x, unde să avem: 


27 -xX 2R 

adică 
RI zi 

E e cae pa oM (7) 
7 


Fip.73-2 
Ă Fig.73-1 
În cazul c) avem M, = 0, deci şi F =0. 
b. O spiră circulară de rază R = 0,1 m se găseşte într-un plai 
orizontal şi este parcursă de un curent cu intensilatea I=2A. 
Cum trebuie dispus, față de spiră, un conductor rectili 
infinit lung S, parcurs de un curent cu intensitatea I = 3,14 A. pen 
ca inducția magnetică în centrul acesteia să fie anulat? 


P.M.74. Conductor rectiliniu şi bobină 


a. Un sistem este constituit dintr-o bobină toroidală, având N 
spire, şi un conductor rectiliniu infinit lung parcurs de un curent de 
intensitate 1, care trece prin axa acesteia. Secţiunea transversală a 
bobinei are forma unui dreptunghi cu rază interiorră R; şi raza 
exterioară Rə Lungimea laturii secţiunii transversale a bobinei, 
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paralelă cu conductorul este h (fig.74-1). Care este inductanta mutua 
a sistemului? 

Rp. 
magnetic 
produs de conducto 
prin suprafața hdx a 


unei spire este 
(M.1.16) (M:1.67): 
lot 
dp = Ho - hdx 
2r-x 
De aici rezultă 


expresia fluxului care 
străbate toate spirele 


bobinei: 
| pdh au AA 
Fig.74-1 p = pa N Inx (1) 
şi cea a inductanţei mutuale: 
ih R, 
M = PO Nin 2 2) 
22 R, 


Considerând că firul face parte dintr-un circuit care se întinde 
până la infinit, să se arate că M este același oricare ar fi pozitia firului 
în interiorul bobinei. Dacă circuitul filiform se înfăşoară de n ori în 
jurul torului, sub forma unor spire de o formă oarecare. se vede că 
inductanţa mutuală a sistemului este M'=nM (căci în exteriorul 
bobinei câmpul este nul). 

b. O bobină solenoidală lungă, are N = 10000 spire pe metru, 
de rază R = 8 cm. Aceasta este parcursă de un curent cu intensitatea 
|, = 8A. La mijlocul bobinei s-a realizat o tantă plană, care este 
dispusă perpendicular pe axa ci. În fantă se introduce o zijă (fir 


rectiliniu), suspendată de un arc, care este parcursă de un curent cu 


intensitatea l = 8A. Aceasta este dispusă orizontal şi se poate deplasa 
în sus şi în jos, rămânând perpendiculară pe axa bobinei. Tija se 


găsește la distanţa z de axa bobinei, iar curenţii lı și I au sensurile 


elementar 


E E E E 
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DN 
astfel că forta F la care este supusă tija este dirijată în jos, de-a lungul 
axei Oz, care este de asemenea orientată de sus în jos (fig.74-2). 


Admiţând că în interiorul 
bobinei câmpul magnetic este 
uniform, iar în exteriorul 
acesteia este nul (P.M.67-3), să 
se calculeze forta 
electromagnetică ce acționează 
asupra tijei, când z = Q. 


Rp. Aplicând formulele 
(M.1.8) şi (M.1.68), avem: 
Feabh = pny 43) 
unde | = O'N este jumătate din 
lungimea porțiunii de tijă. MN, 
care se găseşte în interiorul 
bobinei. 
Figura (74-2) ne dă: 
i kA 5 š 
l=NR =z" (4) 
şi formula (3) devine: E 
F = 2upnl Ia VR 2 (5) 
căci MN = 21. 


Fig.74-2 


Dacă z = 0 şi cum Í; > h =, se obţine: 


E, =m R =043 N (6) 


) 
P.M.75. Sisteme cu două fire 
a. Două fire rectilinii. infinit de lungi şi izolate electric. sunt 


dispuse perpendicular unul peste altul. Punctul de întâlnire. O. al 
acestora să fie originea unui sistem de axe de coordonate rectangulare 
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= 
xOy. Ele sunt parcurse de curenţi având intensitățile egale cu |. Să. (C) 
determine inducția magnetică produsă de acest sistem într-un punct d DO Ia 
pe  bisectoarea  unehiulu B PT 
format de cele două fire D / | S 


aflat la distanța x de origine. 


Rp. referindu-ne la 
fig.75-!, punctul P se 
găseşte la distanta 
r=x/xķ2 de cele două 
fire. În acest punct, ambele 
inducţii produse de fire, au 
aceeaşi direcție dar au 
sensuri opuse (după 
verticală, în sus şi în Jos). 
Aplicând formula (M.1.59), 
Fig.75-1 putem scrie: 


Fig.75-2 Fig.75-3 
. Să considerăm un element dx al conductorului AB, aflat în 
punctul M la distanţa x de punctul O şi la distanţa r de punctul D. 
. Asupra elementului de curent bdx, va acţiona forța 
elementară: 


7 
tal Ul A , îs 
B, = B, —B, ad aie) | dF =l, dxBsing&, (1) 
. r R d 3 . . . y > A 
i a i sri a - „unde B este inducția magnetică produsă de conductorul (C) în punctul 
În punctul P`, dispus simetric pe cealaltă diagonală. inducțiile NA 
magnetice se adună şi avem: î PE: 
pr i 041 
lin 2 i e leii (2) 
Be EA By > . 27 -r 
2 n 4 RE . A x ` 
| | E | . Relaţiile (1) şi (2), conduc să se serie: 
b. Un sistem constă dintr-un fir rectiliniu de lungime infinită ul] 
C, parcurs de un curent cu intensitatea h, dispus vertical şi un fir åF = aa a dx (3) 
pa 


rectiliniu de lungime finită AB = 2l, parcurs de un curent cu 
intensitatea lə, dispus orizontal. Distanţa de la mijlocul conductorului 
AB (punctul O) până la firul C este OD=h. Să se determine momentul. 
cuplului de forţe care acționează asupra firului AB (fig.75-2). 


| Asupra unui element de curent (1) situat în punctul M° 
simetric cu M, față de punctul O, se exercită o forță dF’ egală şi 
paralelă cu dr, dar de sens opus. 
S Momentul cuplului datorat fortelor dF şi dF”, are expresia: 
Rp. Să presupunem că firul AB se găsește în planul foji. tar 
firul C este perpendicular pe AB. şi trece prin punctul D aflat la 
distanţa h de acesta: curentul |, este orientat spre cititor iar Ide k 
stânga spre dreapta (fig.75-3). 


tdi să Holida XA 


dM == sin ada = n 
z-r a X+ 
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Momentul 
conductor AB este: 


cuplului care se exercită 


M= polua sde yli f D j 
* Hild 


Adică avem: M l-h. arctg i 


m h 

i Cc. Două fire rectilinii, lungi. (1) şi (2) sunt paralele şi 
găsesc în aer; distanţa dintre acestea este d = 40 cm. O spiră . S 
dimensiuni mici față de distanţa d. este dispusă în planul firelor. a 


ele. la distanța r = 10 cm fată de firul (1). Spira este conectată la u 
galvanometru balistic. 1% Dacă se face să treacă, prin firul (1), u 


curent având intensitatea |, = | A, deviația acului indicator al 
galvanometrului este a. Apoi se face să treacă, prin firul (2),.1 find 
nul, un curent de intensitate I. Ce valoare trebuie să aibă i. peA i 

deviația acului să fie aceeaşi ca în primul caz? ă 


| Rp. Suprafaţa S a spirei fiind mică, în orice punct al aceste — 
inducția magnetică produsă de un fir sau de celălalt, este aceeași. Când, 
se trece curentul de intensitate I 

prin firul (1), spira se găseşte într- 

d un câmp magnetic de inducție 


B= Hol, perpendiculară 
E PRI ap perpendiculară pe 
suprafaţa S şi cu sensul spre foaie, 
(629) în acord cu fig.(75-4). La 
l mpi 12 închiderea circuitului (1). variaţia. 
8 fluxului prin spiră este: 


(1) (2) Ag, = Mol ş 


Imer 

Aplicând formula (M.3.5) 

. F ig.75-4 sarcina care parcurge circuitul spiră- 
galvanometru, de rezistență totală R, este: 


> 
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Ad, _ HoliS ka 


Q= E = (6) 
R 2a(d-r)R 


unde K este constanta balistică a galvanometrului. Când se trece prin 
firul (2) un curent de intensitate h, având acelaşi sens ca l, sarcina 
măsurată de galvanometru, este: 


Ag, tls 


CR od ST 
Din relaţiile (6) şi (7), rezultă: 
pehez (8) 
P 


2° Dacă cei doi curenţi de aceeași intensitate |, =hb=lşi de 
$ Ş 


acelaşi sens, şi fac să treacă, pe rând. prin firele (1) şi (2) ca mai 
înainte, la ce distanţă r de primul fir trebuie să se găsească spira. 
pentru ca raportul celor două deviații să fie egal cu unitatea? (sau cu 


Rp. Folosind relaţiile (6) şi (7), putem scrie: 
PI A 
__27-rRE sj 
= (9) 
Ho tS 
27- RK(d-—r) 
În final, se obține: 
d-r 
p 
d. Două fire rectilinii Sı şi Sa, de lungime infinită. sunt 
dispuse după drepiele având ecuaţiile x = c.y=0şix=-c,y=0. 
respectiv. Fiecare fir este parcurs de un curent de intensitatea I, având 
sensul axei Oz. Firele sunt plasate în interiorul unui sirat cilindric 
circular. cu grosimea precizată de condiția; c<asb, care este 
parcurs de un curent de intensitate 21. şi are sensul lui — Oz.: acest 
curent este uniform distribuit prin suprafața secțiunii drepte a stratului. 
Să se determine: |” Vectorul incucție magnetică într-un punct atlat la 


sl să randeg cm 
2 
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distanța r de axa sistemului şi 2" forța, pe unitatea de lungime, 


acționează asupra firului plasat după dreapta x = c, y=0 miti “iei 


kxr =(x-c)j -yi şi r? =(x-c} +y +z? (12) 
Din cele trei relaţii reiese, acum: 

T pol -yi +(x-c)j 
l 2g (=ef ty +2 


_ Rp. In acord cu principiul superpoziţiei. inducția rez 


B . va fi egală cu suma vectorială a câmpurilor: B,. produs de pa 


fir. B. produs de al doilea fir şi B.. produs de stratul cilindric. 


Schimbând pe c cu —c în relația (13) se obține: 


y 


(14) 


NE „2 An aia 


2 


Pentru a deter- 
mina inducția magnetică 
B, , se aplică teorema lui 
Ampère, (fig.75-6). 

Mai întâi scriem 
expresia densității de 
curent: oJ 

i EN 
2 TEE 
Ab = ga" 
deci prin zona cuprinsă 
între cercurile de raze a 
şi r, va circula curentul: 


Fig.75-5 
Aşa cum se arată în fig.(75-5), sensul lui B, coincide cu celal 


vectorului k x7 (k fiind versorul axei Oz), şi are expresia (M.1.57): 


t 
Din figura (75-1) rezultă însă că: 
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Totodată este de remarcat faptul că. -d să | 
, -da 2 2 2 Fi 
m A | p torit ul -ye pE +2ex]+ ( +E -2ex)] i 
cilindrice a sistemului, inducția magnetică are direcţia lui i e i 00 i a IA lisă 
R pi i 21 (e +e’) — dex 
In consecință, avem: 
[x +e (e +e ex); 
O entru r j 2 ay ENE i 
p r<a r? +c) — 4c x 
B, = imd -af p P pE a (e 2) Fal (- $ 4 
354 -— > kx pentru a<r<b. A Z4y\ +c ]}i+įzx +e |-4C X 
2m-r b -a r at TT ENE) = 
"păi 27 ri +ce|-4cx 
Alo k - = 2 2 7. 
e a peniru r>b ul (yi +a hr te j-2e x l 
2m-r i =2 i 2 7 a 5 (18) 
27 r +e —4C x 


Termenii de la numărător s-au separat în modul de mai sus. 
deoarece vectorul i pi + x) este perpendicular pe F. Astfel reiese 


căci sensul curentului 21 este la fel ca al lui — X. 
0 w p a 3 
2 Pentru a răspunde la a doua întrebare. ţinem cont de 


că pentru r < a, inducția B. =0); i asupr i fir vaa 
: p tia (5. =0); deci asupra unui fir va a că termenul sgg xj apare datorită distanţei dintre cele două fire şi 
câmpul magnetic produs de celălalt fir. 

Inducţia magnetică produsă de conductorul doi (- ci 


unde se găseşte conductorul unu (c) este: 


B,(6)= 8,(6,0,0)= 


modific? direcţia lui (B, +5) faţă de cazul când cele două fire ar fi 
suprapuse în O. 


Lal  2cj PI În ceea ce priveşte vectorul B,. acesta se mai poate scrie Şi 


22 (20) ~ 4m-c 


sub forma: 


Acum se poate scrie expresia fortei căutate, aplicând le O entru r<a 
Laplace (M.1.6), şi ținând cont că lungimea conductorului seia ği 
cu unitatea: fă ul îi ars 3 
S E p j B = CN E, Di j) pentru a<r<b 
Fl x B(0)= 2 TTE pă, j 
4r.-c 4r-c Bai d a (i x) peniru r>b 


ŞI B, +5, +A, în M. 


a 2 3 3 . 
Cum pr =x" + y avem; 


P.M. 76. Bară cilindrică magnetizată 


O bară cilindrică infinit lungă şi de rază a, are un moment 
magnetic permanent constant M =M (i cosg + j Sin a). La distanţă 
foarte mare de cilindru. există un câmp magnetic a cărui formă 
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asimptotică este H, = H i . Să se determine inducția magnetic Exceptând suprafața cilindrului, câmpul magnetic, într-un 


a 


punct P, va deriva dintr-un potenţial scalar V(r.p). În continuare, se 
vor folosi notaţiile: 


orice punct din spaţiu, datorată sistemului descris mai sus. 


Rp. După cum se vede din fig.76-1. se poate scrie: 


F = rẹ cosg + jsin p)= xi + yj V-(r.9) pentru r<a 


V = (3) 
V*(r,.p) pentru r>a 


Ecuatiile de trecere sunt (M.2.22), M(2.24): 
(5-5 )ä=0 (a) 


(j -A axă O 


pentru r = a (4) 


unde k este densitatea curentului superficial pe cilindru. Cum M(2.8) 
B = th (Ā + M). (5) 
relația (4-a) devine: 
FER (A -#7 J+ (t -M7 ) ii = 0, pentru r=a (6) 
Se ştie că: 
ci A „Ha =-VV pia AP) 
On On 
şi cum M7 =M, iar M* =0, avem: 


(m-i) = Mi == 


E pi NV -A= 


Fig.76-1 
Totodată, sunt precizate condiţiile: momentul magnet 


constant în interiorul barei este: m Eri COSA + j sina |i coso + sin o) = 
E: 


M =(M cosa)i +(M sina); , = —M(cosacosp + sinasin p)= —M cos(p =a) (8) 
unde M = a), iar câmpul magnetic care există la distanță fo Ținând seama de relațiile (7) şi (8). relaţia (6) capătă forma: 
, ii pie NI 
mare de bară, are forma: _ g s OV _ + a ) +M coslo = a) =, 
t H, =H L ĉn cn Îi r=u 


Se caută un câmp magnetic, a cărui configuraţie să 
compatibilă cu condiţiile impuse. 


sau 


456 F. Tutovan, I. Gottli E 
ei za Probleme de magnetostatică şi inducție electromagnetică 


457 


(14) 


(15) 


ov” av] THE A 
i |  =—Mecoslo-a = — îi 
în ôn ÎN (p-a) paor a 
Totodată. se impune şi continuitatea lui V. D-a= a 
ap a 
y (e) =V, A 
Deoarece forma asimptotică a lui este PF = Hy căe See mita pa iii 
aceasta conduce la relația (2), iar x =r cos, vom alege soluti B i 
Q, g uția D=- +M singo 
| P [ar TE ca yEy t l i 
=fr — — sin A EAN 
z 0 P p r pp a De aici obținem: 
ETAT Paii : Ma” Ma”. 
|y C-r-cosp+ D-r-singp pl. r<ă. 2 E. aaa B = ——sina 
J 2 
A o] C=—cosa-Hy; D=- sma 
Prin faptul că lim—=0, s-a asigurat comportar 
roe ypy : 
asimptotică a lui VÝ, iar forma lui VW” asigură atât lipsa Acum transcriem relațiile (11) astfel: 
singularitate în origine, cât şi periodicitatea cu 27 alui V` (sial Ma’ 
pa s ($ p* =-H,r cosp += coslo -a) (a) 
. y 
Acum conditiile (9) şi (10)-. schimbând semnul în relatia (9 : M 
devin: i l 4 di -Hyrsing +r coslo -e i 
C-acosp+ D-asing =-H acoso + Lr + Sny R judic ai igor 
À E TRE 
| p a p a p- =-H,x + = (xcosa + ysina) 
C-cosp+ D-sing=-H cosp- cosp- singt gy a 
a a” i şi astfel avem: 
+M cospcosa + M sin psi i PFA Msi 
pcosa + Msin psin a ay ef, „l Mota; d = Msina 
Ox 2 Oy a, 
Aceste relaţii trebuie să fie valabile pentru orice o: de acee Din cele de mai sus reiese că: 
+ k . . s. . . . . . A i p~ i 7 E 3 
am identifica coeficienţii lui cosgşi ai lui sing în ambele relat pra O F rA A 1 Hi E Mii cosg + j sin aj, 
2): Ox a 


adică 
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Bi =E,-LM 
2 


Totodată, se obţine şi expresia inducției magnetice: 


n DOR A S < i 
E = m lA +M )= l Ëa MM |= uo Por 


P.M.77. Sarcini electrice în rotaţie 


a. O sferă (corp) mică de masă m poartă sarcina q; aceas 
prinsă de extremi 
inferioară a unui fir iz 
OM. de lungime |. în mod 
se poate roti într-un 
vertical în jurul punctulu 
având o traiectorie circu 
Sistemul se găseşte în 
câmp magnetic de inducție 
perpendiculară pe planul 
rotaţie, cu sensul spre ci 
Ce viteză minimă trebui 
aibă sfera, când se găseşte în 
punctul inferior al cer 
pentru a putea să execu 
rotaţie completă (fig.77-l 


pn 
mg Vi 

Fig.77-1 

Rp. Pentru ca viteza vy, a sferei în punctul inferior (N) să 


minimă. este necesar ca tensiunea T în fir să fie nulă când sti 
găseşte în punctul superior (M). În acest punct. asup! 
acţionează fortele: 1° greutatea corpului G = me. > forta cel 
E.=mvl şi 3 forta Lorentz F =qy,B. 

Când este satisfăcută condiția T = 0, la echilibru după. 
mecanicii, avem: 


II 


II 
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mv? 
—— +qyv B -mg =0 (1) 
De aici, se obţine: 
qlB 
24 Îoy —gI=0 
m” 
2 
__qlB , (qB \ j (2) 
i 2m \\2m ) 
Deoarece v, > 0, expresia (2) devine: 
qlB | 4m'g 
= l= i+ (3) 


LA 7 ? 
~“ 2m | qIB |! 


Deoarece forța Lorentz este perpendiculară pe direcţia vitezei, 


easta nu produce lucru şi astfel. aplicând teorema conservării 
energiei. avem: 


mv? j 


mv? A | 
==> +2mgl şi 


J 
Astfel, a rezultat o relație simplă între cele două viteze. 
Acum, urmează calculele: 


v =v? +4gl (4) 


l ÄI pA 3 zis 

aer ia | Î pe E e 

| 4m” y g iB 

K 
272 p2 H 5 12 
4m” l Yp? q'IB? | 

f 373 măi po a ai ` 1ra 

ag LER Ji jr E e LLE Se 
2m li q IB- Am gb 


Din cele de mai sus. rezultă: 
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B, = kott, Ho =1,2-10°T 


=t 5g p m J = >, — Na N Pe l 
y=43git | V! 7p? | Oo 2° O spiră conductoare de rază R=4/R, R, este coaxială cu 
bara şi are centrul în punctul O. Ce intensitate trebuie să aibă curentul 

prin spiră, pentru ca inducția magnetică pe care o produce î în punctul 


O să aibă aceeaşi valoare ca cea obţinută la punctul pre 


b. Pe un disc izolant D, sunt fixate, de-a lungul unei raze, 

clouă sfere Sı şi Sa. de dimensiuni şi greutate neglijabile. care poartă 
Zap Pr . -i ~ à si 

sarcinile Q, =8-10 C şi Q, =16:10*C. Discul este fixat de o 


bară cilindrică de fier C. cu Rp. Se aplică formula (M.1.60) şi se scrie: 


ae da poa ti 


permeabilitatea M- = : (8) 
coaxială cu acesta. Sistemul HRR | 
se roteşte. în jurul axei Din relaţiile (7 ) şi (8). se obține: 

comune, cu frecventa aa F a 

radlon e A meier QQ s 

i 4300 notații pa min I1=2H [R R, =v İR R, Zl = 19.2.10” A (9) 
Cele două sfere se găsesc la | RE Ra 


distanțele R; = 1 cm şi Ro = 
4 cm respectiv față de 
punctul O aflat în centrul 
sistemului disc-bară (fig.77- 
2). 1° Ce inductie magnetică 


P.M.78. Inel şi solenoid 


a. Un inel din material conductor de rezistivitate p, cu 


suprafața secțiunii drepte 
dreptunghiulară, are grosimea h, 
iar razele interioară şi exterioară 
sunt R; şi Ra. Inelul este dispus în 
interiorul unui solenoid lung, 
coaxial cu acesta.  Inducţia 


B apare în punctul O. 
Fig.77-2 datorită mişcării sarcinilor? 


Rp. Cele două sfere electrizate în rotație, au acelaşi efect ca şi 
două spire parcurse de curenţii: 


I, =# = O, respectiv 1, = Q,v (6) câmpului magnetic produs de 
1 solenoid variază în timp după 
In acord cu formula (M.1.60). intensitatea câmpului magnetic legea B = kt, unde k este o 
în punctul O, este: constantă. Care este infensilalea 
I _Y[8., Gi curentului indus în inel? 
EE. L, 0-3 4 ` E ; PER J E ceafa 
ut: Ta z r 48-10“ 4/m. (1) Inductanţa proprie a inelului se va 
ZR 2R 2R “a, Fig.78-1 neglija. (fig.78-1) 


Dacă la această valoare a lui H, sasi lat are valoarea, . 


2000. avem: 
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( E, 
is dle. (i) 
unde | este valoarea maximă 
a lui i. Acest curent produce 
inducția magnetică 


Rp. Se ştie că r = Py unde r este rezistenta conductorului de 


lungime | şi S este suprafața secțiunii drepte a acestuia -+ astfi 
expresia intensității curentului elementar este: — 
l dp | hdx 

dl =e-d = 4 „= , 

7 dt p 27-x 


R 


unde x este cuprins între R; şi Ro. Bt) = undi l- e! 


A . . . 
Dar e=-—7:x"K şi relaţia (1) devine: 
iar fluxul magnetic prin inel 


jy l hax Kh 
dl =-r: Ko =- rdx i 
pP“m-X 2p : f 
Intensitatea curentului se obține scriind: ý, = B(t)s = B(x -a° (2) 
ha K ha Ai T indusă î | 
Kh Kh 3 e.m. indusă în el, 
fal A a fxax S i (R: a Rẹ) este: 
Ri Pa 4p 
Inelul masiv se comportă ca un inel subțire ‘de rază Fig.78-2 
(R +R y2. | | = d d 0-5 „Rh 
ki e. = =-= z= — R DE a e N sua rd : 3 
Pa | ddr > p 6) 
b. Un sistem este constituit dintr-un inel conductor subțire, de iar intensitatea curentului care îl parcurge are expresia : 
rază a. de rezistenţă r şi având inductanţa proprie neglijabilă, care este = Š Ro’ 
dispus coaxial în interiorul unui solenoid de lungime |, şi cu N spire de i, = 4 = Spn] —e 1! (4) 
r rL 


rază b. Circuitul solenoidului este alimentat de la un generator de 
t.e.m. constantă U şi are rezistenţa totală R şi inductanța proprie L. Să 
se determine valoarea maximă a forței radiale care acționează asupra 
unității de lungime a inelului. 


Forța care se exercită asupra elementului de lungime dl a 
inelului este (M.1.4) : 

l „ TR Rf RN] 
i edi udă i-a L| 1e ) doo (5) 


a 


Rp. La închiderea circuitului solenoidului. acesta produce un 


câmp magnetic de inductie (M.1.68) : totodată, avem : 


N dF R 
Bee pini = dl i — ETET ., 
o arie =r Sa la N SU), (6 
i d FL i i 
unde n este numărul de spire pe unitatea de lungime. Rt aR X 
$ A . i 3 A & = = măi — 
curentului la închiderea circuitului solenoidului are loc după í pla t +e T (7) 


L L 


In continuare, putem scrie: 


[1]: 
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este parcursă apoi de un curent electric având intensitatea | = 5 A. Ca 
urmare, lungimea spiralei devine F, (fig.79-1.c). Să se determine 
alungirea Al'= l'l, dacă distanța dintre spire d<<R, unde R este 


raza spirei. 


sk _R 
a t| j-2e t ll) 
i pa EAJ 
De aici rezultă : 
l- 2e gr = 0 ŞI ip iu -l i i ' pt 
2 Iri | E: 
Acum formulele (7) şi (6) devin : LI | i 3 ! Š 
i. dd ji | 
fi )=—||——|=— i 
| gli) > ] TU i ili EE 
şi 23 ee |z 
dF a A a 2 2 | i P 
di max A rl Ho i i i 


Cu 1 nS -o 
u L = {lp mee š = p 
Alo i (M.1.90) şi / = r unde § este suprafata 


(a) (b) (c) 


unei spire, se obține expresia forței căutate : 


i RY E J0 
Fat. E PIE U- alU 


4 r uns ý R? 4rRb? 


(UI) Fig.79-1 


Rp. În absența curentului prin spirală. greutatea este 
echilibrată de tensiunea care apare în aceasta şi putem scrie relaţia : 
P=K(-l,) (1) 
Când curentul trece prin spirală. apare o forță de natură 
electromagnetică F, care face ca spiralele să se atragă între ele. căci 
curenţii prin spire au acelaşi sens. Sensul acestei forte este de jos în 
sus şi tinde să mărească inductanța bobinei. În aceste condiţii 
lungimea spiralei se micşorează. pe care o vom nota pentru moment 


_P.M.79. Spirala elastică 


de el sia Ea k- Iei (resort) are lungimea l = 8 cm, constant 
e elasticitate K = 0,698 N/m şi N = 60 spi ată S i 
iz A „078 N! N = 60 spire de suprafată S — 107 m 
Syial i > Dralala > IU m 
A sati se fixează la o extremitate cu axa verticală (fig.79-1.a). Da 
î A PAA inferioară a spiralei se prinde un corp de greutate 
e e in lungimea acesteia devine | = 10 cm Deformatiile sufer 
spirală sunt atât de mici, încât s i Juj ka: 

„ încât se supun legii lui Hooke. Aceast 
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ln primul rând este necesar 


cu x (x<1). care la echilibru va lua valoarea l`. În această situa 
acestei ecuații; pentru aceasta vom consi 


tensiunea are expresia : 


T'(x) a ku], 
Când spirala este parcursă de un curent cu intensitatea 
energia înmagazinată înaceastaeste (M.1.101) : 


W=., cu = He 


Graficul lui u(z), se trasează. 
punctele : z = z =0 şi z; =0. Derivat 
anulează pentru valorile z, = 0 şi 
u"(z) = 67 —2. se anulează la valoarea, 
singurului punct de inflexiune. ci. 

Cum MZ)= 2a aplys $, 

27 27 


> 


X 
unde L este inductanța proprie a bobinei. Expresia fortei 
electromagnetice este: 


aW P dL pNSI 1 
dx 2 dx 2 i 

Această forță, având expresia: 

UN SI” 1 


2 xi 
este compensată de celelalte două forte (greutatea şi tensiunea). 

Din relațiile de mai sus. rezultă că asupra spiralei acționează. 
forţa totală 


din fig.(79-2) : 


F(= 


f(x) = FO) + T()+P o 


La echilibru avem f(x) = 0 ; deci putem scrie : 


pt au | L 


Astfel, rezultă ecuatia : 


K@-»=0 o 


Fig.79-2 ae 
Pentru ca să fie satisfăcută ecuația (9), 
u(z)}=-A. De aceea s-a intersectat curba obținută Cu pi 
la ordonata — A. Cum soluția negativă nu are re ev nt 
să avem 0<A<8/27; deci ne rămân două cazu 
punctele 8; şi &. Este necesar să vedem care sol 
echilibrului stabil. 

În acord cu scopul propus, vom not 
potențială din care derivă forta f(x) (7); astfel avem 


Xl? + DA =0,unde A= H 


Noi căutăm o solutie, l°, care satisface. în afară de ecuatia 
mai sus și condiţiile de echilibru stabil. 
Impărțind acum ecuaţia (8) cu |. obţinem: 


-z + 4=0eus=i şi A>0 
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= 


dU > 
y=- na 
Cum la echilibrul stabil, în afara condiției dU/dx = 0, trebuie df 
să asigurăm şi o valoare minimă a energiei, rezultă şi condiția: — 
dU df — dz 
> 0, adică — <0 (12) 
d” dx 
Vom trece din nou la variabila z. căci condiţiile rămân 
aceleași. Astfel, din relaţiile (7), (8) şi (9). avem: a 
N? 2 x] 
HN SI pE agpi V2A 
2K a l 0 
Z 
A 
şi f=kl-4+1-: : (13) 
Din cele de mai sus, se obţine expresia: cai d mediat d 
d, 2A - 
i TE — — 3 (14) 
Cum valorile negative ale lui z nu ne interesează, alura curbei Fig, 798 î 
(14, este fig.(79-3). A=z, -z =0.081 (16) 
Deci condiția (12) este satisfăcută dacă Acum. ecuația (9) devine: 
z<\/24 aa z-z? +0,081=0 (17) 


Să trecem acum la o aplicație numerică. Ecuația (9) este de 
gradul trei. Aceasta se rezolvă cu formula lui Cardano, care este foarte 
complicată. Chiar soluţiile ei reale se obţin prin intermediul numerelor 
complexe. 

În anumite cazuri particulare. se poate "ghici" o soluție. şi 
apoi. prin schema lui Horner se obţine o ecuaţie de gradul doi. care ne. 
dă celelalte două soluţii ale ecuaţiei de gradul trei. 


Din schema lui Horner, 


| 0] 008I 
0,9 l -0,1 -0,09 - 


n 


Noi am ales da a ei astfel inc 2 
Noj am ales d tele numerice ale problemei as fel in 2 -0.1z—0.09=0 (18) 
constanta A. fiind intodusă în ecuaţia (9). aceasta să aihă 0 sol 
) = se confu utilizat m : r P: = . 
simplă, de exemplu zi = 0,9 (a nu se confunda cuz; ù Solutiile acestei ecuaţii sunt : z2 = 0.35 și za = -0.25. Deci 


construcția graficului (79-3). 


= ici a valorile lui L pot f: 
Cum z“ = 0,81, iar z = 0,729, rezultă: AETR 2 


L = 0.91 : li = 035 şi | = —0.25/ (19) 


` 
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Deoarece A = 0,081, rezultă: V24 = 0,545. Condiţia (15) 


este satisfăcută pentru z: = 0,35 ; deci soluția noastră este 


l= 0,357 20) 
P.M.80.Diverse sisteme 
a. Un fir rectiliniu infinit lung, parcurs de un c.c. de intensitate 


l. se găseşte într-un câmp magnetic constant şi uniform de intensitate 
Ho, fiind dispus 


PE „iti, SN perpendicular pe 
Fa Sg liniile de câmp ale 

Fd acestuia. 
/ ° Să 38 
: 13 a determine unghiul pe 
| R EA care îl face câmpul 
4 0 rezultan H; cu 
k direcția OM a lui Ho 
M 7 într-un punct M aflat 
e SR p i la distanța a de fir, Ho 
ii H Hr având directia la OM. 

Fig.80-1 


Rp. Câmpurile magnetice Hy și H=1/2ma produs de fir sunt 
ortogonale (fig.80-1). 
Astfel, rezultă: 


H 1/27z-a l 
tga =- = = — 
H, H, 27 -aH , 
0 9 0 


2” Ce conditii trebuie satisfăcute, în acord cu precizările din 

` A sh y 0 
problemă, pentru ca într-un punct P, unghiul a să fie de 90° ? 

Rp. Ne vom referi la fig.(80-2). unde O este unghiul făcut de. 


direcția lui E cu raza r a liniei de câmp care trece printr-un punct P 


Acum avem: 
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sing Hy _ 2atHy e Loa 
= = - Şi F= sin, (1). 
H i Pre 


0 
deoarece a = 90°. 


Fig.80-2 
Care este locul geometric al punctelor P ce satisfac această 


30 


condiție? 


Rp. Deoarece r > 0, avem Ge (0,7). Totodată, putem scrie 


. Y A F ini hi 
(fig.80-3.a): sinĝ => şi r7 =x +y (2) 
p 
PAA , I ARS 
Utilizând notația: — —=2R şi formulele (1) şi (2) se 
Dle i, l 
, Í y VAI 
obţine: r = — = =2R £ p = 2Ryp 
22H F r i 


şi x’ +y —2Ry =0 sau x +(y-—RP=R (3) 
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PI a e 
= Îi 


Locul geometric este un cerc de rază R. cu centrul în punctul Rp. Viteza unghiulară trebuie să aibă o asemenea valoare. 
E A a RET “i 4 ai . 
(R.0) (fig.80-3.b). încât puterea mecanică Fv să fie egală cu puterea electrică a ei, 


dezvoltată în circuit. în timpul rotirii. T.e.m. are expresia (M.3.]): 


ta Bă ? 
y y Pp RR 
dt 2 
Deci putem scrie: 
: e BR 
0 Fy = koss A 
i pp 
x 
2 p3 
_BRo 
4r 
c. Un sistem constă dintr-un mic magnet cilindric de moment 
(b) magnetic M şi o bobină plată cu N spire de rază R. Magnetul este 
dispus în centrul bobinei, cu axa perpendiculară pe planul acesteia. 
Fiasi-3 Bobina este conectată la un galvanometru balistic; rezistența totală a 
g 


acestui circuit este r 
(fig.80-5). Când se 
îndepărtează brusc 
magnetul din bobină. 
de-a lungul axei. 

© galvanomcetrul indică 

S (G) sarcina Q. Care este 
momentul magnetic 
al magnetului? 


b. Un fir conductor sub formă de are de cerc. SMN. este 
imobil. O bară, OM, de lungime R. dispusă după o rază, face contact 
lunecător cu firul în punctul M şi se poate roti în jurul unui ax care 
este perpendicular pe planul cercului, în centrul acestuia. Sistemul se 

găseşte într-un câmp de 


inducţie magnetică B 
perpendiculară pe planul 
acestuia. Între punctele O şi 
N este conectat un 
conductor de rezistenţă r: 
rezistenta restului circuitului 
este neglijabilă (fig-80-4). 
Ce forță, perpendiculară pe 
bară. trebuie să acţioneze ÎN 
M. pentru ca aceasta să se 
rotească cu viteza unghiu- 
Fig.80-4 lară o? 


Fig.80-5 
Rp. Un magnet cilindric, ca şi un dublet magnetic, produce la 
distanța R de mijlocul lui, în planul bobinei. câmpul de inducţie 
magnetică (M.1.63): 


(4) 


Relaţia dintre sarcina electrică indusă și variația de flux 
nagnetic care a produs-o este (M.3.3): 
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D= 
Ag BSN 
pp 6) 
i ř 
Din cele două relații de mai sus, rezultă : 
Q= zR- "NB _ Ho MAR: N _ HoMN 
G F 4rR?r 2rR 
ȘI 
M =2rRQ! uN (6) 


d. Un sistem este construit dintr-un fir conductor care are 

forma a două pătrate. de laturi a şi b. aflate în acelaşi plan. aşa cum se 
arată în fig.(80-6). El se găseşte 

intr-un câmp magnelic uniform, de 


inducție variabilă in timp 
B= Bysino t, care este 
perpendiculară pe planul 


sistemului. Rezistența unui metru 
de fir este p. Care este intensitatea 
curentului indus în circuit? 
Inductanţa proprie a sistemului se 
poate neglija. 


Fig.80-6 
Rp. Fluxul prin suprafețele celor două pătrate este: 

ġ=(S -S „)B, sino =la -b7 2\B, sin (7) 
unde am tinut cont de faptul că intensităţile curenților în cele două 
rT reperate au sens opus. T.e.m. indusă în sistem are expresia 
@M.3.1): 

e=- = Bola -b° oso t 
iar cea a intensității curentului este: 
/ 
e œB,la=b) 


i= = cos t. (8) 
R 4p 
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> 
a: 
ta 


deoarece rezistenţa totală a circuitului este R = p(4a + 4b). 

De ce se scad fluxurile magnetice prin cele două pătrate ? 

e. Un conductor sub formă de semicilindru foarte lung, de 
grosime neglijabilă şi de rază R, este parcurs de un curent de 

4 intensitate 1. Un fir 

subțire rectiliniu şi 
foarte lung, dispus 
după axa 
semicilindrului este 
parcurs de un curent 
de intensitate (-1). Să 
se determine forța de 
interacțiune magne- 
tică a celor doi 
conductori. pe metrul 
de lungime a 
sistemului (fig.80-7). 


Fig.80-7 


Rp. Să considerăm semicilindrul ca find constituit din fire de 
lăţime di, alăturate şi infinit lungi. Un asemenea conductor Hliform 
este parcurs de un curent având intensitatea 


Bozai 
aR 
E ; ~ fly Tyl sb CS 
Aplicând formula (M.1.81) F = —-———. la cazul de față. 
da a 
avem : 
| 

dF = SI A t da, 9) 

FR 2R 


căci L-Işid=R. 
Forta rezultantă se va compune din proiecţiile fortelor 


elementare dF pe axa de simetrie şi va avea direcției acesteia: 
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ge au A E | cos Z 9]- mi’ 


i aR 270R 2 j'22R 
dO =! R, şi 
_ JE 3 | FA - prs 
p= 4 [sin de= coso} =-2E uo 
27ÎR i 27 R "O AR 


Forta este de respingere. 

f. Un fir rectiliniu de lungime semiinfinită (a) parcurs de un 
curent de intensitate | = 20 A, se bifurcă într-un punct (A) în două 
semicercuri (1) şi (2) de rază R = 20 cm şi de rezistențe r, şi r2, şi se 
continuă, în punctul de întâlnire (B) al celor două ramuri cu un alt fir 
rectiliniu de lungime semiinfinită (b). Sistemul se completează cu un 
fir rectiliniu de lungime infinită (c), dispus perpendicular pe planul 
cercului şi trecând prin centrul O al acestuia, care este parcurs de un 
curent de intensitate lọ = 40 A. (fig.80-8). Ce moment al cuplului fată 
de O acţionează asupra porțiunii PN a sistemului. datorită câmpului 
magnetic neuniform Hy produs de firul rectiliniu. dacă porțiunile de fir 
PA=BN=R ? 


Fig.80-8 
Rp. Asupra celor două semicercuri nu se exercită nici O 
acțiune. De ce ? După definiţia momentului fortei, avem: 


dM = Fdx. 
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PR 
unde x este distanţa de la punctul O până la elementul dx. în care 
forta, în acord cu legea lui laplace (M.1.8) are expresia: 


Fe fig Plat E 
Deoarece (M.1.57) H, = 19/27 :x, se poate serie : 


AM -e 
27 să 
ȘI 
M = Halol > est a ul ui i = 64.10 -N/m 
27 J T 


R 

g. Un sistem este constituit dintr-un fir rectiliniu de lungime 
| = 40 cm şi de rază r = 0,5 mm, care este sudat cu unul din capete de 
centrul fundului unui tub cilindric, de aceeaşi lungime, cu pereţi 
subţiri. şi de rază interioară R.=10 mm, dispus coaxial cu acesta, in 
poziție verticală. Un curent electric, de E e l întră prin fir şi 
iese prin extremitatea superioară a tubului. ° Să se determine inducția 
magnetică produsă de sistem în punctele ir în spațiul dintre fir și 
cilindru şi în cele aflate în afara acestuia. 

Rp. Aplicând teorema 
lui Ampere (M.1.30) referitor 
la un punct din interiorul 
tubului. care se găseşte la 
distanta r > rp de axa firului. se 
poate scrie (fig.80-9) 


d Bdi = Hod fir şi 
k 


hd | 
B, wA GD 
2T 
Tubul nu produce 
câmp magnetic în punctele din 
interiorul lui (P.M.45-a). 
Pentru un punct exterior 


tubului, aceeaşi teoremă ne dă: 
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Caz CN N Ca CE e a EP co Fat E 00-02 a A a ETE A SRI E CAIRO E a na. 
d Bal AI ~fi pha0 şi B, =0 (12) 
f; : : 


ÎN dia 3 3 A ă 
2 Să se calculeze inductanta proprie. pe unitatea de lungime 
a sistemului. 


Rp. Una din metodele de a calcula inductanţa proprie a unui 
sistem, se bazează pe evaluarea fluxului magnetic prin suprafața 
perpendiculară pe liniile de câmp care este mărginită de conductori, 

Elementul de suprafață perpendiculară pe liniile de câmp, care 
sunt cercuri concentrice, are expresia : dS =/-dr : fluxul magnetic 
elementar prin această suprafaţă este (11) : 


dp = Bas = -1dr 


27 eF 
Fluxul magnetic prin întreaga suprafață are expresia : 


poalele oul pR 


În (13) 
EA "aliat a 27 i 

Formula (M.1.88) permite să se scrie expresia inductantei 

proprii a întregului sistem : 


L = ol —24-107H (14) 


h. Un cilindru conductor este dispus coaxial cu un for 
dielectric de permitivitate € ([ig.80-10). Cilindrul este străbătut. de-a 
lungul axei, de un flux magnetic uniform = g, cosæ:t. Se practică 
două tăieturi în tor, după planc care trec prin axa acestuia, în modul că 
se obține o fantă, MN, foarte subţire. Care este intensitatea câmpului 
electric E“ în fanta cu aer, în funcţie de sistența R de la centrul 
acesteia până la axă ? 

Rp. Se pleacă de la legea lui Faraday (M.3.1): 


Pa d (15) 


dl 


R 


unde ó =ø, Cosor. şi 
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Fig.80-10 


gad E-d (16) 


l 


Conturul [ este cercul de rază medie R a torului. T.e.m. e 
este egală cu suma tensiunilor de-a lungul torului [1] : 


e= [EO + [E dl -aD 


AN NM 


unde Æ" este intensitatea câmpului electric în interiorul torului. 
Deoarece NM se poate neglija. relația (16) devine: 


e=27r. RE (18) 


Din relaţiile (17) şi (18), rezultă: 
2a RE = gyosino-t şi 
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ae 


= 


Cum liniile de câmp ale lui Æ sunt normale la suprafetele ce 
mărginesc fanta. şi pentru că aceste suprafețe nu poartă sarcini. este 
satisfăcută condiția: 11] 

ȘI PALE) e e a AA 
g- Ali = i (20) 


Formulele (19) şi (20), ne dau: 


Eh.. 
EDW sin wt 21) 
N Ey 


E(a) = 


m anda t a 
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